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Forord

Jeg blev i 1988 ansat som studentermedhjelp pa Tandlegeskolen (dengang Kgbenhavns
Tandlegehgjskole) hos professor Sven Kreiborg pd Bgrneafdelingen. Professor Krei-
borg, som blandt andet interesserede sig for anvendelsen af computere til medicinsk
forskning, anvendte nogle enkle programmer til ,tredimensional® visualisering af rgnt-
gentomogrammer. Disse programmer var udviklet hos professor Michael W. Vannier
(Mallinckrodt Institute of Radiology, Washington University, St. Louis), og de kgrte pa
en IBM AT computer. Inspireret af disse programmer begyndte jeg at udvikle mine
egne programmer pad professor Kreiborgs nyerhvervede Silicon Graphics 4D/20 grafiske
arbejdsstation.

Samtidig med at jeg passede mit studie i fysik og matematik fortsatte mit engage-
ment pd Tandlegeskolen, blandt andet finansieret af Schoildanns fond, Gangstedfonden
og Ingeborg og Leo Dannins fond. Jeg forbedrede de udviklede programmerne i sam-
arbejde med professor Kreiborg der anvendte dem til praktiske medicinske formal. I
efteraret 1990 tog jeg orlov fra universitetet for at arbejde fuld tid pa Tandlegeskolen.
I den periode var jeg sa heldig at komme péd et studieophold i professor Vanniers af-
deling i St. Louis. Her fik jeg lejlighed til at se mange anvendelser af tredimensionale
medicinske data, blandt andet ved hjelp af ANALYZE programmet fra Mayo klinikken i
Rochester. Det var osse ved denne lejlighed jeg blev introduceret til ,,marching cubes*
algoritmen, hvilket mundede ud 1 en publikation om emnet [Liversage et al. 1992].

Det har varet naturligt for mig at lade min faglige lgbebane fortsette ad den vej
der blev udstukket pa Tandlegeskolen, og jeg har derfor valgt at skrive speciale om
visualisering af tredimensionale medicinske data.

Strengt taget har dette ikke meget med fysik at ggre, men erhvervelsen af disse data
ved anvendelse af ioniserende striling eller teknikker baseret pa kernemagnetisk resonans
har i hgj grad noget med fysik at ggre. Dette speciale vil derfor osse beskrive hvorledes
tredimensionale data erhverves, men hovedvegten vil stadig vaere lagt pd hvordan de
efterfglgende visualiseres.

I dette speciale optreeder forskellige former for medicinsk billedmateriale. Dette
materiale er venligst stillet til radighed af fglgende institutioner: Tandlegeskolen, Kg-
benhavns Universitet; Rigshospitalet; Mallinckrodt Institute of Radiology, Washington
University (St. Louis, Missouri); Indiana University Department of Radiology (Indi-
anapolis, Indiana), samt Austin Hospital (Heidelberg, Victoria).

Flere illustrationer viser eksempler pd abnorm anatomi, og det er klart at det er
det medicinske studie af disse billeder der er det egentlige mal. Alligevel vil de me-
dicinske emner af naturlige &rsager ikke blive bergrt i dette speciale som alene er af
teknisk art. Fra illustrationerne kan man fi det indtryk at det kun er kraniets anato-
mi som kan undersgges med teknikkerne beskrevet her, men dette er en tilfeldighed
som skyldes at man pd Tandlegeskolen hovedsageligt har interesse i kraniets anato-
mi. Endelig ma jeg bemarke at flere af illustrationerne desvarre ikke helt kommer til
deres ret da reproduktionen af dette speciale er foretaget pd en almindelig laserprin-
ter.

Undervejs i dette forlgb er der mange mennesker uden hvis hjelp dette projekt
ikke havde veret muligt og som derfor fortjener en tak. Fgrst og fremmest er der



professor Kreiborg og dem som i tidens lgb har veret tilknyttet Tandlegeskolens ,,3D-
lab*. Blandt andre Fred Heller som har bistaet med korrekturlesning. Endvidere er der
naturligvis mine to vejledere lektor Stig Steenstrup og lektor Jens Damgaard Andersen.
Derudover har Peter Harremoés givet mig uvurderlig bistand med matematisk vanskelige
problemer. Sidst men ikke mindst er der min kone og datter som har accepteret at
betale de omkostninger specialeskrivning kan have for familielivet.

Martin Liversage
September 1994



Kapitel 1

Indledning

1.1 Tredimensional visualisering
1.2 Overblik over specialets struktur
1.3 Terminologi og notation

1.1 Tredimensional visualisering

Som det fremgéar af titlen af dette speciale handler det om visualisering af tredimensio-
nale data. Den slags data optreder i mange situationer, men jeg har fgrst og fremmest
valgt at se pa anvendelser inden for medicinen.

Men hvad menes egentlig med tredimensionale data? Jeg vil ngjes med at betragte
tredimensionale skalardata. Mere pracist kreves det at datavardierne er reprasente-
ret pad et tredimensionalt, rektangulert giffer. Denne type data kan opfattes som en
generalisation af et todimensionalt, digitalt billede til tre dimensioner, og hovedem-
net for dette speciale er hvorledes et tredimensionalt, digitalt billede visualiseres. Og
med ,,visualisering”“ menes hvorledes man bedst presenterer de péageldende data pé
en computersk@rm sa en interesseret bruger kan fi adgang til den gnskede informa-
tion.

Nar et tredimensionalt billede skal visualiseres ma man valge hvad man vil studere
i billedet. Dette kan for eksempel foregd ved at man forsgger at bestemme en wkvipo-
tentialflade i billedet for en bestemt wkvipotentialveerdi. Lgst sagt vil en siddan flade g
igennem alle de punkter i det tredimensionale billede der har en billedveerdi lig med
@kvipotentialveerdien. Har man fgrst en @kvipotentialflade er det velkendt fra computer
graphics hvorledes den visualiseres.

Det er ofte sddan at det netop er en @kvipotentialflade som giver brugeren den
gnskede information om indholdet af det tredimensionale billede. Dette er tilfel-
det inden for mange forskellige discipliner — specielt inden for medicinen. Med
udgangspunkt i medicinsk skanning kan man bestemme overfladen af anatomiske
strukturer, som for eksempel organer eller knogler, ved at konstruere en a&kvipo-
tentialflade for en passende @kvipotentialverdi. Et eksempel pad dette er vist pa
figur 1.1, og det er klart at billeder af den slags er til stor hjelp i forbindel-
se med behandlingen af alvorlige lidelser. I dette speciale vil der blive beskrevet
en teknik som ggr det muligt at fremstille sidanne billeder af levende mennesker.
Har legen rddighed over en meget kraftig computer vil det tilmed vere muligt at
manipulere modellen interaktivt pd skermen. I skrivende stund er minimumsprisen
for sddan en computer adskillige hundrede tusinde kroner, og derfor er interaktiv
manipulation af tredimensionale medicinske visualiseringer endnu kun for de farre-

ste.
Nu er disse metoder ikke blot interessante set ud fra et medicinsk synspunkt. Tre-



Figur 1.1: Et eksempel pa tredimensional visualisering af kraniet hos et barn.

dimensionale billeder kan fas fra mange kilder, og disse kan opdeles i tre hovedgrup-
per:

1. Empiriske data, det vil sige data som kommer fra en maling af et naturligt
forekommende feznomen. Et godt eksempel er medicinske data som fis ved
anvendelse af fomografi siledes at en re&kke tomogrammer eller tvarsnitsbilleder af
anatomien konstrueres. Disse tomogrammer kan kombineres til et tredimensionalt
billede. Et andet eksempel pé tredimensionale empiriske data er seismiske data.

2. Simulerede data, det vil sige data som kommer fra en simulering af et system for
hvilket man har en matematisk model. Eksempler er meteorologiske simuleringer
af stormvejr eller beregninger af elektronorbitaler i atomer og molekyler.

3. Syntetiske data. Her er formdlet at konstruere en geometrisk model af et objekt
der er vanskeligt at opbygge ved sedvanlige metoder, det vil for eksempel sige
ved anvendelse af CSG (Constructive Solid Geometry). 1 stedet kan man konstruere
et analytisk udtryk for et felt der har den gnskede flade som &kvipotentialflade
og registrere dette pad et gitter.



1.2 Overblik over specialets struktur

Dette speciale er delt op i to dele. Den fgrste del omhandler anvendelse af tomografi,
forst og fremmest inden for medicinen, men andre anvendelser beskrives osse Kkort.
Ved hjelp af tomografi erhverves sadvanlige (det vil sige todimensionale) billeder som
senere kan sammensattes til tredimensionale billeder. Beskrivelsen af tomografi baserer
sig udelukkende pad andre vearker, og der vil derfor ikke vere noget veasentligt nyt at
finde i disse afsnit.

Forste del af specialet starter med kapitel 2 som er en teoretisk gennemgang af
tomografi. Her vil Radon transformation blive beskrevet.

I kapitel 3 vil hovedprincipperne for medicinsk skanning baseret pa tomografi blive
omtalt. Anvendelse af tomografi inden for andre omréader vil osse kort blive bergrt.

I kapitel 4 vil metoder til visualisering af tredimensionale data erhvervet ved for
eksempel medicinsk skanning blive gennemgéet.

I den anden del beskrives i detaljer en teknik hvormed tredimensionale data kan
visualiseres. Mere pracist sa opstilles en algoritme til konstruktion af tiln@rmede ekvi-
potentialflader som i dette speciale kaldes for en tegl-algoritme. Det er disse afsnit som
er kernen 1 specialet og som indeholder emner der ikke er beskrevet fgr.

I kapitel 5 vises hvordan cellekomplekser kendt fra matematikken kan anvendes som
en abstraktion af savel digitale billeder som flader. Dette giver et fundament at bygge
videre pa.

I kapitel 6 opstilles en todimensional tegl-algoritme — ikke sd meget fordi en
sadan algoritme er nyttig, men mere fordi det bliver muligt at introducere en lang
rekke begreber og metoder pd en enkel made.

Mange af disse ideer vil blive anvendt i kapitel 7 hvor en tredimensional tegl-
algoritme bliver beskrevet. Her vil en konkret implementering af algoritmen osse blive
omtalt og nogle resultater vil blive vist.

I kapitel 8 bliver nogle emner knyttet til de flader der konstrueres af tegl-algoritmen
uddybet. Her beskrives triangulering af fladen, estimation af normaler for fladen og
metoder til forenkling af fladen bergres.

I kapitel 9 samles der op pad nogle af de emner vedrgrende tegl-algoritmer som ikke
hgrer til de foregdende kapitler. Nogle af de problemer der kan vare med aliasing i
forbindelse med tegl-algoritmer vil blive omtalt, og nogle ideer, der mdiske kan lgse
disse problemer, vil blive skitseret. Endvidere beskrives det hvorledes man kan gd fra
en kubisk til en simplicial geometri i de underliggende data. Endelig vil nogle af
problemerne med tegl-algoritmen kendt under navnet ,marching cubes® blive diskuteret.

I kapitel 10 beskrives det hvordan tegl-algoritmer kan generaliseres til vilkarlige
dimensioner. Fokus vil fgrst og fremmest vere pa fire dimensioner, men det n-
dimensionale problem vil osse blive bergrt.

Endelig vil jeg i kapitel 11 forspge at runde specialet af, dels ved at se tilbage
pi hvad jeg har opndet, og dels ved at diskutere anvendeligheden af tegl-algoritmer til
tredimensional medicinsk visualisering.



1.3 Terminologi og notation

Da de emner der beskrives i anden del endnu er forholdsvis nye findes der endnu ingen
felles vedtaget terminologi, og de fa felles begreber der trods alt findes har ikke nogen
felles vedtaget dansk oversazttelse. Pa den anden side er det vigtigt at begreberne ,har
et navn“ for sd er man i stand til at handtere abstrakte emner sprogligt. Det er ikke
tilfeldigt at en matematisk tekst ofte indeholder en lang rakke definitioner, for pa den
made bliver det abstrakte gjort handgribeligt.

Derfor vil der undervejs i dette speciale blive introduceret en omfattende terminologi.
Jeg har prgvet at ggre mit bedste for ggre denne terminologi forstaelig og konsistent,
men der vil maske alligevel vere lesere som finder mine valg dérlige eller upassende
sprogligt set. I det tilfelde héber jeg at de vil bare over med mig og lese videre
uden for megen Iirritation.

I forbindelse med angivelse af stgrrelser, for eksempel hvor lang tid det tager at
udfgre et bestemt program, vil jeg ofte anvende stgrrelsesordner. Her er stgrrelsen
mafrundet” til nermeste potens af ti. En proces der tager stgrrelsesordnen 100 sekunder
varer derfor noget mere end ti sekunder, men mindre en 1.000 sekunder. Mere pracist
sa interesserer jeg mig kun for titals-logaritmen til tiden afrundet til n@rmeste hele tal.

Forfatternavne og arstal som i teksten er skrevet i firkantede parenteser (,,[...]")
henviser til bibliografien bagerst i specialet.

Den matematiske notation som benyttes i dette speciale vil svare til den standard
der benyttes i undervisningen pa Kgbenhavns Universitet. Der er dog nogle f& specielle
udtryk som det er passende at definere her.

For i,m,n € Z med m < n sa&ttes

n
m

iI" =(i—m) mod (n—m)+m.

Dette udtryk kan forstds siledes at i ,normaliseres” til et helt tal j = i’ som opfylder
m<j<n Hvis m=0 er i[y=i modn. Ofte er m=1 og si kan i[ benyttes til for
eksempel at beregne indeks i ,cykliske“ tabeller der er indekseret fra 1 til og med n.

For at fjerne enhver tvivl kan jeg nevne at notationen n|m er pradikatet ,n gir op
i m“ og f|x er restriktionen af afbildningen f til mangden X.

Algoritmer vil blive beskrevet i en form for pseudokode som er ligetil at forstd
hvis man tidligere har beskaftiget sig med programmering af computere. Et serligt
kendetegn for den anvendte pseudokode er at blokstruktur vises ved anvendelse af
indrykning. To ,datastrukturer vil flittigt blive anvendt: Det drejer sig om mengder

og sekvenser. For eksempel kan mengden X tilfgjes elementet x ved tilskrivningen
X :=XU{x}
og sekvensen Y kan tilfgjes elementet y i slutningen ved tilskrivningen

Y = (¥,
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Kapitel 2

Tomografi — teoretisk baggrund

2.1 Historisk indledning

2.2 Motivation af Radon transformationen

2.3 Matematiske forudseetninger

2.4 Radon transformationen

2.5 Den inverse Radon transformation

2.6 Radon transformationen i hgjere dimensioner
2.7 Diskrete transformationer

2.8 Noter og litteratur

I dette kapitel vil det teoretiske fundament for medicinsk tomografi blive beskrevet. Efter
en historisk indledning og et lille eksempel som tjener til at motivere matematikken, vil
grundpillen i det teoretiske fundament for tomografi, den sdkaldte Radon transformation,
blive beskrevet i to dimensioner. Osse hgjere dimensioner vil kort blive omtalt. Endelig
vil nogle af de matematiske problemer der opstdr nar Radon transformationen skal
anvendes i praksis blive omtalt.

En del af materialet har tidligere veret anvendt til et kollokvium afholdt i forbindelse
med min hovedfagseksamen i fysik. Fremstillingen vil i niveau derfor typisk henvende
sig til en (yngre) fysikstuderende. Er man interesseret i en mere fyldig gennemgang er
der i slutningen af kapitlet en lang rekke henvisninger til litteratur om emnet.

2.1 Historisk indledning

Opdagelsen af Rgntgenstralingen i 1895 havde stor betydning ikke bare i fysikken, men
osse i medicinen — det blev pludseligt muligt at foretage ikke-invasive undersggelser af
menneskets indre. Selv om en rgntgenundersggelse ikke er helt ufarlig er den dog mere
behagelig end en tilsvarende undersggelse foretaget med kanyler, skalpeller og knive.

Igennem tiden er metoden blevet forbedret pa mange punkter, men introduktion af
rontgentomografi osse kaldet CT-skanning er maske den stgrste revolution inden for
rgntgenteknologien og den medicinsk billedbehandling i vort &rhundrede, og i 1979 fik
Allan Mecleod Cormack og Godfrey Newbold Hounsfield nobelprisen i medicin for
deres indsats inden for omradet [Cormack 1980, Hounsfield 1980].

Cormack opstillede i halvtredserne det teoretiske fundament for en metode hvor
man ved at tage en razkke rgntgenbilleder fra forskellige vinkler af et legeme kunne
rekonstruere et tversnitsbillede, osse kaldet et fomogram, der beskrev den indre struktur
af legemet [Cormack 1963, Cormack 1964]. Senere i tresserne udviklede Hounsfield
vafhengigt af Cormack pa baggrund af grundige teoretiske overvejelser flere prototyper
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Figur 2.1: En rgntgenstrile sendes gennem et medie.

pa CT-skannere [Hounsfield 1973]. 1 1971 kunne man installere den sdkaldte EMI
brain scanner pad Atkinson Morleys Hospital i England, og allerede fa ar efter var der
kommercielle skannere tilgengelige.

Det matematiske princip bag tomografi var allerede kendt af Johann Radon [Radon
1983, Deans 1983] (gstrigsk matematiker, 1887-1956) og er siden blevet ,,genopdaget*
adskillige gange [Cormack 1983].

2.2 Motivation af Radon transformationen

Inden de mere formelle matematiske udredninger vedrgrende Radon transformationen
pabegyndes er det pa sin plads med en motivation af denne teori, og den hentes fra
rgntgentomografien.

2.2.1 Rontgenabsorption. Betragt en tynd, monokromatisk rgntgenstrale L der sendes
igennem et medie (se figur 2.1). Hvis I betegner intensiteten, [ distancen tilbagelagt og
u(l) den brgkdel af intensiteten der absorberes eller spredes sd fds fglgende differenti-
alligning

dI = —p(DIdl

der kan lgses ved

L1
L 1

I
m:-/mmﬂ
0

hvor I, er den oprindelige intensitet af strilen og I, er den endelige intensitet af stralen.
Da intensiteten I altid er positiv kan (2.1) Ilgses og man far

I
1%5:—Ammu @.1)

2.2.2 Svaekkelseskoefficienten er det velklingende navn man har givet pu. Den er
afhengig af tztheden og sammensztningen af det materiale strilen passerer igennem.
Man kan se at man direkte kan fi linieintegralet over svakkelseskoefficienten ud fra en

maling af intensiteten.
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2.2.3 Rentgentomografi er en teknik hvor man méler en rekke linieintegraler af straler
indeholdt i et plan, og u = p(x,y) bliver da en funktion af de cartesiske koordinater x
og y i planet. Formaélet er at rekonstruere u(x,y) ud fra kendskabet til linieintegralerne
og her kan man benytte Radon transformationen (eller mere precist den inverse Radon
transformation).

Hvis planet gar gennem et levende menneske giver kendskabet til u(x,y) en masse
oplysninger om hvordan denne person ,ser ud“ i det plan (se figur 3.2.B pa side 24).
Svakkelseskoefficienten for de forskellige vavstyper i kroppen er forskellige, og man
bliver i stand til at studere anatomien af den pagzldende person.

2.3 Matematiske forudsaetninger

2.3.1 Transformation. Ved en transformation forstds en line®r afbildning fra et nor-
meret vektorrum til et andet (eventuelt det samme) vektorrum. Vektorrummet vil typisk
vere funktionsrum, for eksempel af kvadratisk integrable funktioner pad en passende
mangde. En transformation kaldes osse for en operator eller funktional.

2.3.2 Bemarkning. En fuldstendig fremstilling af stoffet ville kreeve at man omhyggeligt angav
hvilket funktionsrum man betragtede. Endvidere ville det vaere ngdvendigt i detaljer at studere pa hvilken
delmaengde af dette rum en given transformation er veldefineret og invertibel.

Alt dette vil jeg undlade at bekymre mig om. Jeg vil i stedet antage at der i konkrete tilfelde
ikke vil opstd problemer med invertibilitet, konvergens, integrabilitet og s videre. Denne antagelse er
acceptabel da jeg forst og fremmest interesserer mig for praktiske anvendelser. De matematiske detaljer
overlades til matematikerne [Hertle 1981].

Specielt kan det nzvnes at man ma regne med at de udsagn om lighed der bringes her skal opfattes
som lighed neasten overalt da det er integral-transformationer der betragtes.

Til senere brug opstilles nu Fourier transformationen og dens inverse.

2.3.3 Definition. Givet en kompleks funktion f: R — C pa den reelle akse defineres
dens Fourier transformerede Ff som

F(§) = (FiNe) = | fle™
Dette er pid ny en kompleks funktion F: R — C pd den reelle akse.
2.3.4 Definition. Fourier transformation har en invers givet ved

) = (F' P = [ F©Em de.

—00

For F = F,f galder der at f = F;'F med de forbehold om ,lighed” der blev taget
ovenfor.

Fourier transformation kan generaliseres til n dimensioner. Her angives den todimensio-
nale udgave. Udvidelse til hgjere dimensioner fglger nemt.

2.3.5 Definition. For f: R*> — C defineres dens Fourier transformerede som

F(¢&,n) = (Faof)(&n) = /_O:o /_O:Of(x,y)e_zm'(g”"y) dxdy.
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Figur 2.2: Linie i planet.

2.3.6 Definition. Den inverse Fourier transformation af F: R* — C er
f&y) = (F Py = [ [ FEmemetm g, 22)

Der galder som i det éndimensionale tilfelde at f = F, 'F nir F = F,f.

2.4 Radon transformationen

Husk at man med en rgntgenstrale er i stand til at male et linieintegral over svaekkelses-
koefficient p. Denne proces kan formelt beskrives ved hjelp af Radon transformationen.
Lad der vaere givet en reel funktion pu: R* — C i planet. Her anvendes navnet p sa
man bliver mindet om at funktionen for eksempel kunne vare svakkelseskoefficienten
af vavet i et snitplan gennem et levende menneske.

2.4.1 Linie i planet kan specificeres ved to parametre » og ¢ hvor linien lgber igennem
punktet (rcos ¢, rsing) og har normalvektoren (—sin¢,cos¢). Linien kan parametrise-

res ved s
x\ _ rcF)sqﬁ—s51n¢ | SER
y rsin ¢ + scos ¢
som vist pa figur 2.2.
Alle linier i planet kan fas hvis man krever r € R og 0 < ¢ < w. Dette fgrer ftil. ..
2.4.2 Definition. (Det todimensionale Radon rum.)
Y, =R x [0;n].

Den todimensionale Radon transformation af u er linieintegralet af ;o langs linien givet
ved r og ¢

2.4.3 Definition. (Radon transformationen.)

Ar, @) = (Rap)(r, ¢) = /Oo ((rcos ¢ — ssin @, rsin ¢ + scos ¢) ds.

—00

Der gelder \: Y, — R
Fremover vil )\ veare betegnelsen for den Radon transformerede af p.

13



2.4.4 Bemeerkning. Hvis man ser nzrmere pid \’s definitionsmengde Y, si ses det at den kan
@ndres til [0;00[ x [0;27[. Dette minder om polere koordinater, men er det ikke da der for ¢ # ¢y i
almindelighed gelder at A(0, ¢1) # A(0, ¢2).

2.4.5 Definition. (Tilbageprojektion.) For \: Y, — R sattes
“(x,y) = (BA)(x,y) = /0 A(xcos¢ +ysing, ¢)ds,  (x,y) € R®. (2.3)

Der gelder at ~: R? — R, og man kan vise at 2B, = R hvor R er den adjungerede
transformation af R,.

For A = R, er ~ = By i et bestemt punkt (xo,yp) gennemsnittet af alle linieintegraler
gennem dette punkt (for at vere helt korrekt skal der divideres med w for at fi gen-
nemsnittet). Man kan anvende tilbageprojektionen til at foretage en grov rekonstruktion,
men det er bedre at invertere Radon transformationen.

2.5 Den inverse Radon transformation

Den Radon transformerede \ af p er den stgrrelse man er i stand til at male og mélet
er derfor at invertere Radon transformationen sd p kan bestemmes.

2.5.1 Fourier transformationen. Det viser sig at der er en overraskende sammenha&ng
mellem Fourier transformationen og Radon transformationen. For et givet ¢ € [0;7|
gelder

<f1)\>(p) ¢) == /oo )\(r, ¢)e—27ripr dr

oo | 2.4)
= / 11(rcos ¢ — ssin @, rsin ¢ + s cos ¢)e” ™" ds dr.

2.5.2 Bemaerkning. Her benyttes den éndimensionale Fourier transformation pd en funktion defineret
pd Y,. Det er underforstiet at den anden variabel, ¢ er fast under transformationen. Dette giver en hel
skare af transformerede funktioner — én for hver vardi af ¢, og resultatet er endnu engang en funktion
defineret pa Y,.

2.5.3 Koordinattransformation. For at forenkle (2.4) roteres koordinatsystemet ved at
velge nye x- og y-koordinater givet ved

X =7rcos¢ — ssing, y=rsin¢g + scos ¢
som kan inverteres til
r = XCO0S ¢+ ysin ¢, § = —xsin ¢ + ycos ¢.
Jacobianten af rotationen er identiteten og (2.4) far i det nye koordinatsystem formen
FNpd) = [ [ ulxy)eimooeenrind aray, 25)
Hvis man satter
& = pcos ¢, n = psing (2.6)
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kan (2.5) omskrives til

(FiN) (& n) = /_ /_ p(x, y)e 2 0EH) qx dy,

men det er netop (Fou)(£,n). Derfor kan man formulere

2.5.4 Seetning. (Projektionssaetningen.)

Man kan bestemme 1 ved at anvende F,' pd F\. Da A = R,y fis fglgende udtryk
for den inverse Radon transformation:

2.5.5 Seetning.
R =F;lF. (2.8)

2.5.6 Eksplicit inversionsformel. Udtrykket (2.8) giver den inverse Radon transforma-
tion, men der mangler stadig et eksplicit udtryk som kan anvendes i praktiske be-
regninger. Den komplikation man straks stgder pd er at F;\ er en funktion med
definitionsmengde Y,, mens den udgave af F,' der er angivet i (2.2) transformerer en
funktion defineret pA R?. Derfor opskrives. ..

2.5.7 Identitet
w(x,y) = (F5 ' Fop)(x,y)

= [ [ Fwemererm dga 2.9)

Det sidste integral opskrives i polere koordinater givet ved (2.6). Man skal huske at
Jacobianten under denne koordinattransformation er p og (2.9) kan derfor omskrives til

2w poo ; .
u(x,y):/o/o (F o) (pcos ¢, psin ¢)e?™ s d+3sin®) 4 dgp, (2.10)

I stedet for at integrere hele cirklen rundt over halvlinier fra O til oo kan man integrere
over en halvcirkel og over linier fra —co til co, blot man husker at erstatte p med |p|
i integranden. Dermed opnas at integralet bliver over Y,.

2.5.8 Inversionsformel. Ved at indsette (2.7) i (2.10) fas
pey) = [ [~ (FiN) (o, g)emieresstemnd| ol dpag. @.11)
0 J—0

For bedre at forstd denne inversionsformel foretages endnu et par omskrivninger.

2.5.9 Definition. Lad funktionen A: Y, — [0; 00| vare givet ved

A(p, ¢) = |pl. (2.12)
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Integralet over p i (2.11) identificeres som F 1", men det ses nemmest ved at indsette A.
Man far

N(x, y) — /0 /_OO(A -’FI/\)(Q, ¢)627rip(xcos¢+ysin¢) dpde

p (2.13)
= /o FiYAF ) (xcosp + ysing, ¢) de.
Tilbageprojektionen defineret i (2.3) genkendes og (2.13) forenkles til
2.5.10 Seetning. (Filtreret tilbageprojektion.)
u(x,y) = (BF T AF X)) (x,y). (2.14)

Denne inversionsformel er den man oftest benytter i konkrete tilfeelde da den er velegnet
til implementering pa computer. Det lidt besynderlige navn filtreret tilbageprojektion skal
forstas pa fglgende baggrund:

2.5.11 Signalteori. For fast ¢ kan man tenke pid den Radon transformerede A(r, )
som et tidsvarierende signal hvor r svarer til tiden. Ved at Fourier transformere dette
signal fas (F1))(p, @) som er et frekvensspektrum af signalet. Frekvensvariablen kaldes
i dette tilfzlde for p. Nar man multiplicerer dette spektrum med A = |p| filtreres spektret
og funktionen A kaldes for filter respons-funktionen. Filtreringen er det man kalder en
hgjpas filtrering hvor de numerisk hgje frekvenser forsterkes mens de numerisk lave
frekvenser dempes. Man fér et nyt spektrum (A F\)(p, ) som transformeres tilbage
til et tidsvarierende signal (Ffl(A F 1)\))(r, ¢). Dette signal tilbageprojiceres med B,.

Med andre ord sé filtreres den Radon transformerede fgr den tilbageprojiceres. Man
kunne i stedet have tilbageprojiceret direkte uden filtrering, men den resulterede rekon-
struktion ville vere meget dérlig uden detaljer, netop som hvis man havde foretage en
lavpas filtrering af den oprindelige funktion ;1 [Holm 1988].

2.6 Radon transformationen i hgjere dimensioner

Det kan osse lade sige ggre at definere den tredimensionale Radon transformation og
dens inverse. Udledninger minder meget om det tilsvarende todimensionale tilfelde si
jeg vil veere noget mere kortfattet her. Se i gvrigt [Barrett 1984].

2.6.1 Plan i rummet. Den tredimensionale Radon transformation er et planintegral.
Som illustreret pa figur 2.3 kan planet specificeres ved tre parametre r, ¢ og 0 og
parametriseres ved s og ¢

(x,y,z) = (cos ¢ sin@, sin ¢ sin @, cos §)r
+ (—sin ¢, cos ¢, 0)s (2.15)
+ (—cospcosf, —singcosf,sind)t  (s,1) € R

2.6.2 Definition. (Tredimensionalt Radon rum.)

Y; =R x [0;7] x [0;n]. (2.16)
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(— cos ¢pcost, — sind)cos(),s'mf))

(—- sin ¢7 cos ¢’ 0)

Figur 2.3: Plan i rummet.

Alle planer i rummet fas hvis man kraver
(ra ¢a 0) € YE}-

2.6.3 Definition. (Tredimensional Radon transformation.) Givet 1: R* — C defineres
Radon transformationen som

Xr, #,0) = (Rsp)(r, ¢,0) = /_o:o /_o:o u(x(s, 1), (55 1)5.2(8, t)) dsdt

hvor (2.15) definerer (x(s, 1), y(s, 1), z(s, t)) Der gelder \: Y; — C.

2.6.4 Definition. (Tredimensional tilbageprojektion.) Tilbageprojektionen defineres som
(B3A\)(x,y,2) = /OW/OW/\(xcosqbsinQ + ysin¢ sinf + zcos 6, ¢, 0) dg db.
Man har fglgende tredimensionale varianter af de todimensionale s&tninger.
2.6.5 Seetning. (Projektionssaetning.)
R =F Fi (2.17)
2.6.6 Seetning. (Filtreret tilbageprojektion.)
R;' =By F ' (A*F))

hvor A: Y; — C fds ved at generalisere definitionen (2.12) til A(p, $,0) = |p|.

2.6.7 Filter respons-funktionen. Her skal man is@r bemarke at filter respons-funk-
tionen i det tredimensionale tilfzlde er A®> som er differentiabel pad hele R. I det
todimensionale tilfelde er filter respons-funktionen A, og den er ikke differentiabel i O.
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2.6.8 Hgjere dimensioner. Det hele kan osse generaliseres til » dimensioner ved pas-
sende steder at erstatte tal der angiver dimensioner med et n. For eksempel bliver
udtrykket for filtreret tilbageprojektion

R =B, F (A F)).

For n > 3 har problemet dog hovedsageligt interesse for matematikere.

2.7 Diskrete transformationer

2.7.1 Inversion i praksis. Indtil nu er det blevet vist hvordan en ukendt funktion
kan bestemmes nar dens Radon transformation er kendt. Dette fungerer fint i teorien,
men nir det kommer til praksis dukker der straks problemer op. Man skal huske pa
at den Radon transformerede af en todimensional funktion selv er en todimensional
funktion. Med andre ord si skal man kende alle linieintegralerne A(r,¢) for entydigt
at bestemme p(x,y).

I det praktiske tilfzlde kendes kun A for et endeligt antal vardier af r og ¢ og man
kan derfor ikke entydigt bestemme p. Hvis Y betegner mengden af par (r,¢) € Y,
hvor )\ er malt s& findes mange forskellige x som opfylder A = (Rou)|y-

Det er ngdvendigt at opstille en algoritme der er i stand til at finde en god approk-
simation til ; givet en diskret méling af A. Man ma forvente at kriteriet om ,,godhed"
er forskelligt alt efter hvilken konkret anvendelse man betragter. For eksempel vil det
vere overraskende hvis en radioastronom, der ser pa stjerner, og en lege, der ser pa
anatomi, definerer ,,godhed” pad samme maéde.

Man kan opdele de almindelige rekonstruktionsalgoritmer i to klasser: operator
metoder og iterative metoder [Herman 1985].

2.7.2 Operator metoden er et forsgg pa at implementere den filtrerede tilbageprojek-
tion i en diskret udgave. P4 samme méde som man i Fourier analyse benytter diskrete
transformationer har transformationerne som optreder i (2.14) diskrete analoge. De sva-
rer til de kontinuerte med integrationerne erstattet af summer over et endeligt antal
punkter. Man kan opstille sammenh@ngende matematisk teori for disse transformationer,
og det er blandt andet gjort af Rowland [1979] som der henvises til for detaljer.

2.7.3 Filter respons-funktionen er et serligt kritisk punkt. Funktionen A, som optre-
der i (2.14), forsterker de hgje frekvenser, men stgj i malingen er i reglen hgjfrekvent.
I praksis md man derfor dempe filtrets forsterkning for hgje frekvenser for at fa et
rimeligt signal-stgj forhold . Dette ggres ved at foretage en bdnd begreensning hvorved
alle frekvenser der er numerisk over en vis grense po skeres bort. Endvidere kan man
mindske forsteerkningen for frekvenser ner den gvre grense sa filtret for p ner O stadig
gér som |p|, mens det for |p| ner py gir imod O (se figur 2.4).

2.7.4 Den iterative metode er et forsgg pa at udvikle ;2 pd et szt af basisfunktioner.
Udviklingskoefficienterne bestemmes ved en iterativ algoritme, deraf navnet.

2.7.5 Udvikling. Sattet af basisfunktioner betegnes med
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A(p) A(p)cosp

A) Teoretisk funktion. B) Praktisk funktion hvor filtret er ,rullet af*
for at dempe forsterkningen af hgje frekven-
ser.

Figur 2.4: Filter respons-funktioner.

og lad o vere et estimat for ;o udviklet pa sattet af basisfunktioner
n
[l = Z ae; (218)
i=1

hvor a;, i=1, ..., n er koefficienterne i udviklingen.

Hvis man gnsker slutresultatet representeret som et billede med for eksempel 256 x
256 billedpunkter s kan man som basisfunktioner e; velge indikatorfunktionen pa hver
af de enkelte billedpunkter. Udviklingskoefficienten a; er sa billedverdien i punkt i.

Ved at Radon transformere (2.18) fds et estimat for A = R,u

n

5\ = Rzﬂ = Rz Za,-ei = Za,-’R,ze,- = Z a,-f,- (219)

i=1 i=1 i=1
hvor f; = R,e; indsattes.

2.7.6 Diskret udvikling. I realiteten kan de Radon transformerede basisfunktioner f;
kun reprasenteres pa et endeligt antal punkter i Y,. Lad antallet af punkterne veere m,
og lad punkterne vere givet ved

()€Y j=1,...,m.
Man kan opskrive (2.19) i punktet indiceret ved j og fir

X =, ¢) = aify
i=1
hvor f; = fi(r), ¢;).

Introduceres vektorerne

og matricen

S oo fim
F=|: "
Jav oo fom
far (2.19) fglgende diskrete form
X =aF.



2.7.7 Tilpasning til maling. Antag at en konkret mdling af )\ foretages pd punkterne
(rj,¢;) med j=1, ..., m. Den mélte verdi betegnes med ), Malingen kan skrives
mere hensigtsmassigt i form af en madlevektor

X=(0 0 Am)

Fejlvektoren e defineres som forskellen mellem malingen og estimatet

e=\—\

Ved at indsztte (2.20) fas et udtryk for mélevektoren

A =aF + e

For en given mélevektor A gnskes det at bestemme udviklingskoefficienterne a sé fej-
len € minimeres. Nar en optimal a er bestemt inds@ttes denne i (2.18) s& estimatet [
for p fas.
2.7.8 Bemaeerkning. Undervejs er der blevet introduceret flere tiln@rmelser. For det fgrste approk-
simeres 4 med et estimat /i som er en udvikling pd et endeligt antal basisfunktioner. For det andet
,diskretiseres Radon rummet Y, ved valg af malepunkter s& den Radon transformerede af estimatet
skrives som vektoren X. Endelig tilpasses X til en konkret maling X

Hvis ikke valget af basisfunktioner er fornuftigt, hvis ikke valget af malepunkter er fornuftigt, og
hvis ikke tilpasningen af X til X er fornuftig si kan man nemt risikere at lgsningen bliver meget darlig.

2.7.9 lterativ optimering. Ligningen (2.20) kan lgses ved en serie af iterationer hvor
man ,,skyder sig ind p& en optimal a [Pierro 1990, Censor 1990]. Selv om det lyder
enkelt er for eksempel F meget stor i praktiske tilfelde. Endvidere viser det sig ofte
at en lille @ndring i mélevektoren kan give en stor ®ndring i lgsningen. En vigtig
klasse af velegnede algoritmer kaldes for ART som stdr for Algebraic Reconstruction
Technique.

2.7.10 Konklusion. Medicinsk skanning eller tomografi er nok den mest udbredte an-
vendelse af de her beskrevne principper. Her benytter man nasten udelukkende operator
metoder, for eksempel filtreret tilbageprojektion.

P4 den anden side sd benyttede den fgrste CT-skanner en ART algoritme, og da
iterative metoder kan anvendes inden for ganske mange omrader er det stadigt et aktive
felt.

2.8 Noter og litteratur

2.8.1 Radon transformationen. Hvis man gnsker at studere Radon transformationen
og den matematiske teori der er knyttet til denne har Deans [1983] forfattet et veerk
om netop disse emner der absolut kan anbefales. Endvidere bgr Radons originale
artikel] nevnes — den er genoptrykt i [Radon 1983] og findes oversat til engelsk i
[Deans 1983] for dem der foretrakker at lese engelsk frem for tysk. Cormack fik
som navnt nobelprisen, og hans oprindelige artikler findes i [Cormack 1963, Cormack
1964]. Desuden giver Rowland [1979] en systematisk, men alligevel enkel gennemgang
af teorien. Barrett [1984] presenterer det samme matematiske indhold i1 en noget
anderledes form. Hvis man er interesseret i dybere matematiske resultater vedrgrende
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Radon transformationen har, ud over Deans [1983], for eksempel Zeitler [1974], Smith
et al. [1977], Natterer [1980], Hertle [1981], Helgason [1983], Boman [1990] og Maass
[1990] beskeaftiget sig med dette.

2.8.2 Rekonstruktionsalgoritmer er gennemgéet pa en teoretisk velfunderet made af
Rowland [1979]. Herman [1985] bringer en mere overfladisk introduktion til emnet.
Endvidere er kendte og/eller nye rekonstruktionsalgoritmer beskrevet af Smith et al.
[1977], Smith [1983], Steenstrup [1990], Censor [1990] og Pierro [1990].

2.8.3 Historien om Radons oprindelige verk fra 1917, de senere ,,genopdagelser af
hans resultater, og som kronen pa varket, nobelprisen i 1979, er interessant nok noget
som man ofte stgder pa i litteraturen om emnet. Det skyldes mdske ikke mindst at
Cormack, efter han modtog nobelprisen, har gnsket at ggre det klart at han ikke var
den eneste pioner inden for omrddet [Cormack 1980, Cormack 1983] — han var bare
den fgrste der fandt pa at bruge teknikken inden for medicinen, og det skulle fgre til en
,revolution“ som mange har beskrevet det. Af andre pionerer n®vnes is@r Bracewell og
Terman der har udviklet og anvendt teknikker baseret pad Radon transformation inden for
radioastronomien. Dette er for eksempel beskrevet af Bracewell [1979]. Osse inden for
medicinen var der andre end Cormack og Hounsfield der udviklede lignende teknikker,
og det er kort refereret af Deans [1983]. Endelig kommer Barrett [1984] ind pd nogle
tidlige anvendelser af Radons resultater.

2.8.4 Generel matematisk baggrund kan man fa fra utallige matematiske lerebgger.
Jeg kan henvise til [Rees et al. 1981, Cartwright 1990] der beskriver Fourier analyse.
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Kapitel 3

Tomografi i praksis

3.1 Medicinsk skanning

3.2 Regntgentomografi

3.3 Emissionstomografi

3.4 Kernemagnetisk resonans

3.5 Ultralydstomografi

3.6 Litteratur om medicinsk skanning
3.7 Tomografi inden for andre omrader

I dette kapitel beskrives hvordan tomografi kan anvendes i praksis. Hovedvegten vil
ligge pd en beskrivelse af medicinsk skanning og fire forskellige former vil blive be-
skrevet. Beskrivelserne er ret overfladiske og skal udelukkende tjene til at give laseren
en introduktion til emnet. I afsnit 3.6 findes henvisninger til mere specialiseret litte-
ratur. Endelig er der til slut et afsnit som kort opregner en rekke omrdder uden for
medicinen hvor tomografi anvendes.

3.1 Medicinsk skanning

Her benyttes medicinsk skanning som en fzllesbetegnelse for metoder hvor man med
avanceret teknologi erhverver tversnitsbilleder af patientens anatomi og/eller funktiona-
litet af organer. Et tvarsnitsbillede kaldes inden for medicinen for et tomogram og
konstruktionen af tomogrammer kaldes for tomografi. Tomogrammer er veardifulde kil-
der til information — s verdifuld at (nogle af) opfinderne er blevet belgnnet med
nobelprisen.

3.1.1 [lllustration af tomografi. Figur 3.1 illustrerer forskellen mellem et traditionelt
medicinsk billede og et tomogram. Ved et ,traditionelt medicinsk billede* tankes
her fgrst og fremmest pd et rgntgenbillede, men osse andre teknikker hgrer til denne
kategori, for eksempel scintigrafi.

3.1.2 Gennemlysning. Det traditionelle billede fds ved en gennemlysning af emnet
som vist p& figur 3.1.A hvor pilene viser hvordan strilingen treenger ind. Meget nyttig
information kan fas fra sddan et billede, men der er osse mange detaljer man ikke ser.
Dette skyldes at billedet er en sum eller projektion af emnet der studeres, og vigtige
strukturer kan derfor vere placeret ,,ovenpd“ hinanden i billedet. Dette ses péd filmplanet
til venstre som en raekke geometriske figurer.

3.1.3 Dissektion. Man kan i stedet sk@re emnet over langs et snitplan som vist pa
figur 3.1.B. Derved kan man direkte betragte den indre struktur i snitplanet. Man gen-
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A) Gennemlysning. B) Fysisk snit. C) Tomogram.

Figur 3.1: Principskitse af forskellen mellem traditionelt medicinsk billede og tomogram.

kender nogle af de geometriske former der optrddte pad gennemlysningsbilledet. Uhel-
digvis er metoden destruktiv og derfor ikke egnet til levende mennesker.

3.1.4 Rontgentomografi. Endelig kan man konstruere et tomogram af det gnskede snit-
plan som vist p& figur 3.1.C. Strdling (for eksempel rgntgenstrdling i rgntgentomografi)
sendes igennem emnet i snitplanet som vist med pilene. Ved anvendelse af rekonstruk-
tionsteknikkerne beskrevet tidligere kan man konstruere et tomogram, og for nemmere
at kunne se dette er emnet gjort transparent pa figuren. I tomogrammet genkendes de
samme struktur som sds ved dissektion langs snitplanet. Forskellen er at metoden er
ikke-invasiv og ikke-destruktiv.

For yderligere at illustrere forskellen mellem traditionelle rgntgenbilleder og rgntgen-
tomogrammer kan man pé figur 3.2.A se et rgntgenbillede. Det er en gennemlysning
af et kranie forfra. P4 figur 3.2.B ser man et horisontalt rgntgentomogram fra gjen-
regionen. P& rgntgenbilledet har man hele kraniet representeret pa filmen, mens man
pd tomogrammet kun har et enkelt snitplan. Til gengzld er der langt flere detaljer i
tomogrammet.

3.1.5 En typisk skanner ses pa figur 3.3. Patienten er placeret pd bordet som kan sky-
des ind igennem gantryet. 1 gantryet er der monteret udstyr til maling af en eller anden
form for linieintegraler. Gantryet definerer et plan vinkelret pd patientens lengdeakse
som kaldes for snitplanet, og tomogrammet er en maling af den interessante stgrrelse 1
dette plan. Man har oftest mulighed for at vippe gantryet og/eller patientbordet for at
fa et snitplan der ikke ngdvendigvis er vinkelret pd patientens leengdeakse.

3.1.6 Skannebilledet. Hele skanneren styres af en tilsluttet computer som osse tager
sig af konstruktionen af tomogrammet. Nar dette er klart kan det betragtes pd en
skerm eller gemmes til senere brug eller udskrift. Tomogrammet er i realiteten et
digitalt billede bestdende af billedpunkter (pixels). Hvert billedpunkt har en verdi som
afbildes p& en computerskerm med en bestemt gra- eller farvetone. Hvis man benytter
gritoner svarer hgje verdier i reglen til lyse toner. Anvendes farvetoner ses det ofte at
hgje vardier svarer til ,,varme“ toner, mens lave vardier svarer til ,kolde* toner, men
der er naturligvis mange forskellige mader at ggre dette pa.
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A) Et traditionelt rgntgenbillede af kraniet set B) Et horisontalt rgntgentomogram fra gjenre-
forfra (frontal projektion). gionen (aksialt).

Figur 3.2: To typer rgntgenbilleder.

Patientbord

Figur 3.3: Skematisk tegning af en medicinsk skanner.

3.1.7 Oplosningen af billedet athenger meget af skanneteknikken og typiske veardier
er fra 32 x 32 til 512 x 512 billedpunkter. Den virkelige oplgsning som méleteknikken
tilbyder behgver ikke at svare til oplgsningen pa billedet. Man kan s@nke oplgsningen
af billedet hvorved man far et mere ,udtveret“ billede med mindre stgj. I stedet kan
man hzve oplgsningen for at give det indtryk at oplgsningen er hgjere end den egentlig
er. Endelig er der mulighed for at filtrere og manipulere billedet inden det presenteres
for p4 den made at ggre billedet ,penere”. Her skal man blot passe pd at man ikke
taber information eller tilfgrer falsk information i denne proces.

Det er som regel umuligt at f& oplyst hvilke processer et skannebillede fra en
kommerciel skanner har vearet igennem, da der er en hard konkurrence mellem de
forskellige producenter. Derfor er man i praksis ngdt til at stole pd at billedet er
,korrekt®.
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3.1.8 Skanneformer. I det efterfglgende vil de mest almindelige skanneformer kort
blive beskrevet. Det drejer sig om:

1. Rgntgentomografi eller CT-skanning.

2. Emissionstomografi som findes i to former: SPECT og PET.
3. Kernemagnetisk resonans osse kaldet MRI.

4. Ultralydstomografi.

De fgrste to metoder anvender ioniserende straling og er derfor ikke helt ufarlige for
patienten. De to sidste former regnes derimod i dag for ufarlige. Om dette osse er helt
korrekt vil jeg ikke komme ind pa her, men de er helt sikkert meget mindre skadelige.

CT og MRI giver billeder af en hgj kvalitet med et stort anatomisk indhold: CT
fremhaver iser knoglestrukturen, mens MRI er i stand til skelne mellem mange for-
skellige typer blpdt veev osse kaldet blgddele. Med MRI kan man osse til en vis grad
studere de biokemiske processer der foregdr i vavet.

Med SPECT og PET opndr man ikke en sd hgj billedmessig kvalitet, men man er
i stand til at studere de biokemiske processer der foregir i det levende menneske.

Ultralydstomografi giver mulighed for at studere anatomien, men har, lissom SPECT
og PET, en ringere billedkvalitet end CT og MRI. Enkelheden af udstyret og de
minimale risici involveret ggr dog at denne teknik er attraktiv.

3.2 Rentgentomografi

Den fgrste form for tomografi, som blev introduceret i 1971, og den til dato mest
anvendte form er baseret pa rgntgenstraling. Da konstruktionen af tomogrammer krever
et meget stort antal beregninger som i realiteten kun kan udfgres pd en computer,
sd benytter man betegnelsen Computed Tomography eller i daglig tale CT-skanning om
rgntgentomografi. Det er lidt forvirrende da alle andre former for tomografi med lige s
stor ret kan kaldes for CT. En mere dekkende betegnelse ville for eksempel vere XCT
for X-ray Computed Tomography. En anden vej ud af dilemmaet er at lade betegnelsen
CT hznge ved rgntgentomografien. Sa kan man kalde den generelle teknik for RT for
Reconstructive Tomography hvilket dog ikke har sldet an [Deans 1983]. Og nir jeg nu
alligevel er ved det kan jeg nzvne den @ldre betegnelse CAT som angiveligt skulle std
for Computer Assisted Tomography eller Computerized Axial Tomography.

3.2.1 Anvendelse. Rgntgentomografi er meget anvendelig til detaljerede anatomiske stu-
dier da oplgsningsevnen er god og stgjen lav. Da knogler absorberer rgntgenstriling
meget kraftigere end andre former for vav er is@r disse tydelige pd rgntgentomogram-
mer. Det kan vere en del sverere at skelne mellem forskellig typer blgdt vev da
svaekkelseskoefficienten ikke varierer serligt meget for disse typer vaev. Ved at indgive
patienten forskellige former for kontraststof kan man dog rdde bod pa dette.

Det er klart at rgntgentomografi vil vinde mere og mere frem som et dagligdags
redskab for legen. Et af problemerne er dog de forholdsvis hgje strdledoser patienten
bliver udsat for.
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Rontgen kilde

Detektorer

Figur 3.4: Skematisk tegning af gantryet pd en CT-skanner.

3.2.2 Forenklet virkemade. P4 figur 3.4 ses en principskitse af gantryet pd en typisk
CT-skanner. I midten ses emnet der skannes. Dette emne gennemlyses af rgntgenstriler
udsendt fra kilden foroven med en typisk energi pa 90-120keV [Budinger et al. 1979].
Mangden af strdling der treenger igennem emnet registreres af en rekke detektorer
nederst, og da begyndelsesintensiteten er kendt maler man i realiteten linieintegraler
over svakkelseskoefficienten af emnet jevnfgr udtrykket (2.1). Her skal man bemerke
at stralebundtet er kollimeret sa det er begrenset til planet som figuren reprasenterer.

Hele arrangementet kan drejes s tilstreekkeligt mange linieintegraler kan males.
Typisk méler man for hver halve grad hvilket med gengse skannere giver en samlet
procestid for ét tomogram pé cirka et halvt minut. Patientbordet kan derefter flyttes til
en ny position og et nyt tomogram kan konstrueres. Skannebilledet har som regel en
oplgsning pa 256 x 256 eller 512 x 512 billedpunkter og stgrrelsen af et billedpunkt er
af stgrrelsesordnen 1 mm x 1 mm. Afstanden mellem to efterfglgende tomogrammer kan
vere sd lille som 1 mm.

3.2.3 Hounsfield enheder. Billedvardierne i et tomogram males ofte i Hounsfield Units
(HU) navngivet séledes til @re for opfinderen af CT-skanneren. Denne skala er en lineer
skalering af svakkelseskoefficient 1, og den er kalibreret sdledes at vand har en verdi
pd OHU og Iuft —1.000 HU. Hvis svaekkelseskoefficienten af vand betegnes med im0
sd fas fglgende udtryk for den skalerede svakkelseskoefficienten

0. B — LH0
HH,0

pry = 1.00

idet lufts svakkelseskoefficient er nul sammenlignet med vands.
I tabel 3.5 kan man se et representativt udsnit af verdier for forskellige typer vev.

3.2.4 Skannetid. I visse tilfelde gnsker man at tage af stgrrelsesordnen hundrede to-
mogrammer af patienten, for eksempel nar man skal indsamle data til konstruktion af
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Vav Interval (HU)
Luft ~ —1.000
Lunger —-100 — -750
Fedt —100 — =70
Vand ~ 0
Nyre -30-20
Hjerte —-20—-10
Muskler —-10-280
Hjerne -10-20
Blod 0—-90
Lever 40 — 100
Blgd knogle 100 — 250
Hard knogle | 200 — 4.000

Tabel 3.5: Intervaller for forskellige vevstyper malt i Hounsfield enheder.

en model af patientens kranie (hvilket netop er et af hovedtemaerne i dette speciale).
Med en skannetid pa cirka et halvt minut tager dette omkring én time — og i al den
tid mé& patienten ikke rgre sig, hvilket naturligvis er et problem.

3.2.5 Nye skannere. Siden 1971 hvor dem sakaldte EMI brain scanner blev taget i
brug har CT-skanneren udviklet sig igennem flere sdkaldte generationer [Robb 1985d].
Den nyeste generation af skannere er i stand til inden for meget kort tid at indsamle
data nok til at konstruere adskillige tomogrammer. Pa Rigshospitalet har man for
nylig fiet installeret en sdkaldt spiral skanner eller helisk skanner der pd omkring
fem minutter kan konstruere halvtreds tomogrammer uden at patienten flyttes gennem
gantryet [Siemens 1991, Kalender 1993]. Med den sdkaldte DSR-skanner er man med
multiple kilder og kameraer i stand til at ,filme“ hjertets slag pd flere tomogrammer
samtidig [Wood et al. 1979, Robb 1985c].

3.2.6 Heerdning. Beskrivelsen af CT-skannerens virkemade har vearet meget forenklet.
Blandt andet har jeg ikke omtalt hvorledes geometrien af kilden og detektoren mo-
dificerer beregningen af tilbageprojektionen. Endvidere var en af foruds&tningerne i
udledningen af udtrykket (2.1) for rgntgenabsorptionen at strilen var monokromatisk.
Svekkelseskoefficienten p varierer med frekvensen og forskellige frekvenser giver der-
for forskellige méalinger. I praksis er strdlingen ikke monokromatisk, og man ma tage
hgjde for at spektret endres efterhnden som stralen passerer gennem stoffet pd grund
af ;’s afhengighed af frekvensen. Denne effekt kaldes for herdning af strilen.

Et bestemt omride af emnet som skannes rammes fra forskellige retninger af striler
der er hardet forskelligt, og bidraget til de forskellige linieintegraler bliver dermed
ikke ngdvendigvis det samme. Herman [1985] beskriver hvordan man med en iterativ
proces kan korrigere for denne effekt. Det antydes at denne teknik ikke anvendes i
kommercielle skannere, men om dette osse er korrekt i dag ved jeg ikke.

3.2.7 Snittykkelse. Som navnt er strdlebundtet kollimeret si det ligger i et plan. I
praksis er planet ikke uendelig tynd og man kan regulere tykkelsen af planet ved at
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@&ndre kollimationen. Dette kalder man for snittykkelsen og hvis den er relativt stor far
man et bedre signal-stgj forhold. Pa den anden side bliver tomogrammet en midling af
svaekkelseskoefficient over hele snittykkelsen og pracise billeder kraver derfor en lille
snittykkelse. Man arbejder typisk med snittykkelser pd 1-10 mm.

3.2.8 Del-rumfangs effekten (pa engelsk partial volume effect) er en betegnelse der
dekker over at de enkelte billedpunkter pa tomogrammet ikke reprasenterer et mate-
matisk punkt i snitplanet, men i stedet svarer til en lille terning i rummet. Stgrrelsen
af terningen afh@nger af oplgsningen i snitplanet samt snittykkelsen. Verdien af bil-
ledpunktet er gennemsnittet af svakkelseskoefficienten over hele terningen.

3.2.9 Voxel er den betegnelse man hefter pa terningen. Det skal ses i analogi til
betegnelsen pixel der stdr for picture element, det vil sige billedpunkt, i et todimensionalt
billede. Voxel stér for volume element for at fremhave den tredimensionale udstrekning.

3.3 Emissionstomografi

Emissionstomografi er en betegnelse der dekker over flere former for tomografi hvor
patienten indgives en radioaktiv isotop der fordrsager udsendelse af ~-striling. Denne
striling méles og tomogrammer konstrueres. Lissom med rgntgentomografi er der her
et problem i forbindelse med strdledosis.

3.3.1 Emission og transmission. I modsetning til rgntgentomografi hvor strilerne sen-
des fra en kilde uden for patienten gennem patientens krop, benytter man i emissions-
tomografi kilder der er inden i patientens krop. Denne form for tomografi kaldes derfor
for ECT der star for Emission Computed Tomography. Sa kan man kalde rgntgentomo-
grafi for TCT der stir for Transmission Computed Tomography.

3.3.2 Passiv og aktiv tomografi. En anden méde at skelne mellem ECT og TCT er
fglgende: ECT er en passiv form for tomografi der méler strdling udsendt fra et emne.
TCT derimod er en aktiv form for tomografi hvor man undersgger emnet ved at sende
straling igennem det.

3.3.3 Den eksponentielle Radon transformation. I Rgntgentomografi kender man kil-
dens placering og dens styrke, og man studerer hvordan strilen svekkes af det mel-
lemliggende stof. 1 emissionstomografi er hverken kildens placering eller dens styrke
kendt, og man kender heller ikke svakkelseskoefficienten af det mellemliggende stof.
Man kan derfor ikke benytte de rekonstruktionsmetoder beskrevet ovenfor direkte, men
ved hjelp af den eksponentielle Radon transformation kan problemet lgses [Budin-
ger et al. 1979, Tretiak 1983, Barrett 1984].

3.3.4 Datamaengden til radighed ved emissionstomografi er typisk 1.000-10.000 gange
mindre end ved rgntgentomografi, og man méd osse regne med et forholdsvis darligt
signal-stgj forhold i disse data sammenlignet med rgntgentomografi [Budinger et al.
1979]. Den rumlige oplgsning af emissionstomografi bliver derfor af stgrrelsesordnen
cm i stedet for mm som er muligt med rgntgentomografi.

3.3.5 Anvendelse af andre skanneformer. Man kan forbedre kvaliteten af rekonstruk-
tionen ved at anvende anatomiske informationer erhvervet med for eksempel CT eller
MRI som er langt mere detaljerede. Man er ved at udvikle systemer der kombinerer de
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Figur 3.6: PET-tomogram som viser glucose-metabolismen horisontalt gennem hjernen (aksialt). Isotopen
anvendt er '8F.

medicinsk set nyttige informationer man kan fa fra emissionstomografi med de teknisk
set detaljerede informationer man kan f& fra CT og MRI [Gindi et al. 1991, Lea-
hy og Yan 1991].

3.3.6 Statisk billeddannelse. Patienten indgives et sporstof som er ,merket“ med en
radioaktiv isotop. Man kan foretage en statisk billeddannelse hvor man lissom i rgnt-
gentomografi studerer anatomien. Ved at vealge et passende sporstof er man i stand til
at studere den del af anatomien som er relevant i det pageldende tilfelde. Det kan for
eksempel vere et spgrgsmél om at lokalisere en svulst, og til dette benyttes et sporstof
som koncentreres i svulsten.

Statisk billeddannelsen kan osse give information om aktivitet i en bestemt vavstype.
Dette kan lade sig ggre hvis aktiviteten er proportional til koncentrationen af et bestemt
stof i vevet som man er i stand til at spore. Dette giver for eksempel mulighed for
at studere glucose-metabolismen i hjernen.

3.3.7 Dynamisk billeddannelse. Hvis sporstoffet borttransporteres fra det omrade der
studeres kan man f& indblik i denne proces ved at male hvordan aktiviteten @ndres.
Dette kan for eksempel give indsigt i blodgennemstrgmning og teknikken kaldes for
dynamisk billeddannelse.

3.3.8 Emissionstomografi former. Man kan inddele emissionstomografi i to kategorier:
Single Photon Emission Computed Tomography og Positron Emission Tomography, ofte
forkortet SPECT og PET. Pa figur 3.6 ses et eksempel pd et PET-tomogram lodret gen-
nem hovedets symmetriplan. Tonerne i billedet afslgrer glucose-metabolismen i hjernen
— lyse toner svarer til hgj metabolisme.

3.3.9 SPECT benytter isotoper der henfalder under udsendelse af en -foton med en
energi som typisk ligger i omradet 80-500keV. Isotoperne kan for eksempel vere
1231 20IT], 99mTc og '3Xe. For at tage et eksempel si kan den sidstn@vnte isotop
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Figur 3.7: Skematisk tegning af gantryet pa en SPECT-skanner.

indéndes hvorved den optages i blodet. Derved kan man studere blodgennemstrgmnin-
gen af et udvalgt organ, for eksempel hjernen [Holm 1988].

3.3.10 Forenklet virkemade. Pé figur 3.7 ses en principskitse af gantryet pd en typisk
SPECT-skanner. I midten ses emnet der skannes. Herfra udgér stralingen der udsendes i
alle mulige retninger (osse ud af planet der er afbildet). For at blive i stand til at male
linieintegraler er der foran detektorerne monteret en kollimator der typisk er en blyklods
der er tyk nok til at stoppe strilingen, men som samtidig er gennemboret af huller.
En v-foton kan kun tr&nge igennem hvis den rammer et hul vinkelret pd kollimatoren.
Dette har den uheldige effekt at en stor del af de udsendte y-fotoner aldrig registreres
— typisk vil kun én ud af 10.000 nd frem til detektoren [Budinger et al. 1979].

3.3.11 PET anvender for eksempel isotoperne ''C, BN, 0O, 8F og ®Rb der har det
til felles at de henfalder under udsendelse af en positron. Positronen annihileres med
en narliggende elektron og der udsendes to +y-fotoner hver med en energi pd 511keV
i modsatte retninger langs en linie gennem punktet for annihilationen. De involverede
isotoper ggr at man for eksempel kan studere metabolisme i modsetning til SPECT:
her har man endnu ikke har haft held til at binde en SPECT-isotop til et stof der kan
anvendes til maling af metabolismen [Gustafson 1985].

3.3.12 Forenklet virkemade. P4 figur 3.8 ses en principskitse af gantryet pd en typisk
PET-skanner. I midten ses emnet der skannes. Herfra udgar strdlingen der udsendes
i alle mulige retninger, men altid som par af fotoner i modsat retning. Bevager to
sddanne parrede fotoner sig i planet defineret af gantryet, og nir de begge frem til
detektorerne, vil de blive registreret samtidig. Detektorerne er forbundet s& samtidige
registreringer males, og hvert par af detektorer maéler derved et linieintegral over for-
bindelseslinien mellem dem, og dette benyttes til konstruktion af et tomogram. Man
behgver ikke nogen reel kollimation, men opnér i stedet noget tilsvarende ved en elek-
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Figur 3.8: Skematisk tegning af gantryet pd en PET-skanner.

tronisk teknik som dog, skal det tilfgjes, i praksis er ganske kompliceret. Fordelen er
at der ikke, som ved SPECT, mistes signal i en blykollimator.

Skanneren vist pa figuren er af den ,moderne” type hvor man har detektorer hele
vejen rundt. En enklere udgave vil blot have to rekker af detektorer overfor hinanden.
Dette system vil sd kunne roteres pa samme mdde som ved CT og SPECT.

3.3.13 Tilgeengelighed af isotoper. Isotoperne anvendt i PET har til forskel for isoto-
perne anvendt i SPECT en meget kort halveringstid af stgrrelsesordnen 1-10 minutter.
Man ma derfor fremstille isotoperne ved skanneren, og dette kraver en cyclotron samt
avanceret udstyr til oprensning af de fremstillede isotoper sa de er ugiftige for patienten.
Alt dette er meget omkostningskrevende.

3.4 Kernemagnetisk resonans

Inden for kemien har man lenge benyttet Nuclear Magnetic Resonance spectroscopy
osse kaldet NMR-spektroskopi til at bestemme sammensa@tningen af en ukendt blanding.
Man kan tenke sig at patienten er den ukendte blanding, og ved at anvende tomografi
bliver man i stand til opnd viden om den rumlige fordeling af de forskellige typer vav
mennesket er opbygget af. Man regner teknikken for ganske ufarlig, og da kvaliteten
af tomogrammerne er overordentlig hgj har teknikken et stort potentiale.

3.4.1 MRI er den betegnelse man normalt benytter om denne teknik. Det er en for-
kortelse af Magnetic Resonance Imaging. Ordet ,nuclear” er faldet ud af hensyn til
patienterne idet man tror de er ,bange” for det ord.

3.4.2 Anvendelse. MRI er velegnet til at skelne mellem forskellige typer af blgdt veev.
Pa figur 3.9 ses et eksempel pa et MRI-skan gennem hovedets symmetriplan. Man ser
mange tydelige strukturer i det blgde vev. Knoglen er derimod ikke sd veldefineret
som pa et tilsvarende rgntgentomogram.

31



Figur 3.9: Et T;-vagtet MRI-tomogram lodret gennem hovedets symmetriplan (koronalt).

3.4.3 Kernespin. Lissom elektronen har protonen et spin. Man kan tenke pd protonen
som en lille magnet. Befinder protonen sig i et magnetfelt kan den orientere sig pa to
mader der svarer til ,,spin op“ og ,spin ned“. Energiforskellen mellem disse to tilstande
er

"E = gunBo

hvor uy er kerne magnetonen, g det gyromagnetiske forhold og B, stgrrelsen af mag-

netfeltet. For protonen galder der at
eh —27 -1
uy = — = 5,05082 x 107 JT~,

2m,,

g = 5,588.

Her betegner e elementarladningen, i Plancks konstant divideret med 27 og m, proto-
nens masse.

3.4.4 Resonansfrekvens. Energiforskellen mellem de to tilstande svarer til en bestemt
frekvens kaldet Larmor frekvensen givet ved
v = E_ BN b = 42,59 x 10°T~'s™" By,
2rh  27h ’

Hvis magnetfeltets styrke er 17 sa er Larmor frekvensen 42,59 MHz hvilket er i ra-
dioomridet. Anbringes protonen i et stralingsfelt med denne frekvens er der en stor
sandsynlighed for at den vil skifte tilstand — populart sagt foretage et ,,spin-flip“. Ved
et passende forsgg hvor man varierer feltets frekvens v vil man ved v = v, observere
resonans og frekvensen kaldes osse for resonansfrekvensen.
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3.45 Ligevaegt. Et stort antal hydrogenatomer i termisk ligevagt vil have nasten lige
mange kerner i hver tilstand med en lille overvaegt i tilstanden med lavest energi. Man
kan bringe atomerne ud af ligevaegt ved at patrykke en elektromagnetisk impuls med
resonansfrekvensen. Nér pulsen ophgrer vil systemet igen sgge imod ligeveegt under
udsendelse af strdling med en frekvens der netop svarer til resonansfrekvensen. En del
af energien der er tilfgrt med pulsen afgives dog pd anden made gennem spin-gitter og
spin-spin relaksation osse kaldet longitudinal og transversal relaksation.

3.4.6 Lokale variationer. Hydrogenatomerne er bundet kemisk i et molekyle og derfor
vil resonansfrekvensen afh@nge af det lokale magnetfelt omkring hydrogenatomet. Dette
felt er sammensat af det (kraftige) ydre felt man pétrykker samt af feltet fra nerliggen-
de atomer. Denne effekt er malelig, og forskellige kemiske substanser fir karakteristiske
Hfingeraftryk®. Det er denne effekt man benytter i traditionel NMR-spektroskopi. Hvor-
dan hydrogenatomet er bundet pavirker osse hvordan relaksationen forlgber, og det er
iser det man forsgger at male i MRL

3.4.7 Spin-ekko. I MRI sendes en radioimpuls gennem det materiale man gnsker at
undersgge. Det signal man gnsker at méle er meget svagt sammenlignet med pulsen
(typisk en faktor 107!8) s derfor stoppes pulsen og man lytter efter et signal — et
sakaldt spin-ekko. Den energi der er tilfgrt fra pulsen afgives i en efterfglgende relak-
sationsperiode. Detaljerne for hvordan denne relaksation foregdr er komplicerede, men
hovedsagen er at man kan male tetheden af hydrogenatomerne n og to karakteristiske
tider 73 og T, som svarer til longitudinal henholdsvis transversal relaksation. For men-
nesket geelder der at T; og 7T, er karakteristiske stgrrelser for forskellige typer vev.
Derimod er n stort set konstant igennem legemet.

3.4.8 T;- og T,-veegtning. Den stgrrelse der males er en blanding af stgrrelserne Ti, T,
og n. Ved at varierer hvordan impulserne patrykkes kan man fa forskellige kombina-
tioner af disse stgrrelser. Da n normalt ikke er sa interessant koncentrerer man sig
derfor om at lave sdkaldte T)-vegtede og T,-vaegtede malinger hvor billedpunkterne i
skannebilledet hovedsageligt afthenger af 7 henholdsvis 7, relaksationstiderne.

Gér man lidt mere i detaljer viser det sig osse at man har mulighed for at undersgge
de processer der foregar i vavet, for eksempel kan man studere diffusion.

3.4.9 Planintegraler. Man gnsker at bestemme billedvardien som funktioner af stedet r.
Dette ggres ved at tilfgje et svagt ,gradientfelt "B til det kraftige felt By si feltet
bliver inhomogent. Pétrykker man en impuls med en veldefineret frekvens v (det vil
sige en lang impuls) er det kun hydrogenatomerne i et bestemt plan der vil resonere, og
det signal man maéler bliver derfor et planintegral over dette plan. Dette er illustreret i
figur 3.10. Ved at variere frekvensen kan man male forskellige integraler over forskellig
planer. Der er dog det problem at man skal vente pa at termisk ligevagt indfinder sig
fgr man kan méle over et nyt plan, og denne tid kan vare op til en stgrrelsesorden
lengere end den tid det tager at udfgre malingen. Man kan i stedet pdtrykke en impuls
som indeholder et bredt spektrum af frekvenser (det vil sige en kort impuls), og man
kan dermed méle integralerne over mange planer samtidig.

3.4.10 Radon rekonstruktion. Et enkelt planintegral er et punkt i det tredimensionale
Radon rum Ys;. Maler man samtidig over flere planer fir man en diskret méling af
en hel linie i Y;. Ved at @ndre retningen af ,gradientfeltet“ kan man fi maélinger
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Figur 3.10: Illustration af hvorledes man maler forskellige planintegraler i MRI ved at variere resonans-
frekvensen v;. Feltet B er sammensat af det konstante felt By og ,.gradientfeltet“ "B som vokser langs
én akse.

af forskellige linier og pd den made kan man registrere Radon transformationen pé
hele Y;. Man kan nu anvende tredimensional filtreret tilbageprojektion til at konstruere
et tredimensionalt billede af det skannede.

Alternativt kan man ved at manipulere med ,,gradientfeltet“ under og efter impulsen
opnéd at méle en rekke linieintegraler i et udvalgt plan. Herefter kan man anvende
todimensional tilbageprojektion til at konstruere et tomogram af det udvalgte plan.

3.4.11 Skannetid. Da man som sagt skal vente pd at termisk ligevaegt indfinder sig
mellem hver maling er det ikke muligt at ,filme med MRI, men den nyeste udvikling
gir i retning af meget kortere skannetider hvorved man méske en dag kan registrere en
rekke gjebliksbilleder af anatomien.

3.5 Ultralydstomografi

Ultralyd benyttes rutinemessigt til studier af fostre hos gravide kvinder. Tidligere
benyttede man sdkaldte A- og B-billeder som var ganske vanskelige at fortolke med
mindre man var serligt uddannet. Anvendelsen af tomografi giver mulighed for at
konstruere tvearsnitsbilleder, og dette er i hgj grad gnskeligt da metoden er billig og
regnes for ufarlig. P4 figur 3.11 ses et eksempel pad et ultralydstomogram der viser
kroppen af et foster.

3.5.1 Fordele og ulemper. Ud over et darligt signal-stgj forholdet og problemer med
rekonstruktionen sd er det stgrste problem nok at knogle og luft ikke transmitterer
ultralyd. Det er derfor ngdvendigt at apparaturet placeres direkte pd huden, og man
kan ikke undersgge organer ,skjult bag knogler.

Til gengeld kan man frit flytte den kombinerede sender og modtager som nemt
kan holdes i en hdnd, og det giver mulighed for at konstruere snit i mange planer.
Desuden kan billedet opdateres i sand tid hvilket dem der har set en skanning af en
gravid kvinde nok har haft stor forngjelse af.

3.5.2 Fremtiden. Strammere krav fra myndighedernes side om mindskelse af striledosis
ggr at man har brug for ikke-invasive metoder der ikke benytter ioniserende straling.
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Figur 3.11: Et ultralydstomogram der viser kroppen af et foster. Nederst ses rygraden.

MRI er en sddan metode, men er temmelig omkostningskrevende. Ultralydstomografi
ser derfor ud til at vaere en metode der har et stort potentiale da den opfylder kravet
om ufarlighed samtidig med at omkostningerne er relativt lave.

3.5.3 Princip. Den umiddelbare lighed mellem lydbglger og lysbglger (rgntgenstriling)
ggr det tenkeligt at det er muligt at anvende tomografi i forbindelse med ultralyd —
og dog. Absorptionen af rgntgenstraler er i princippet givet ved det enkle udtryk (2.1),
men si nemt slipper man ikke ndr det drejer sig om lydbglger. Man kan opstille
en generel bglgeligning, men den er helt ubrugelig til praktiske formal. I stedet ma
man foretage visse forenklinger og approksimationer. Hvis man blandt andet antager at
tetheden af det stof man undersgger er stort set konstant, at lydbglger tilnermelsesvis
udbreder sig i rette linier, og at de objekter man studerer er meget stgrre end den
anvendte bglgelengde, s kan man vise at den malte lydintensitet fremkommer som et
linieintegral over en stgrrelse der involverer det refraktive indeks af mediet, og denne
stgrrelse er karakteristisk for stoffet [Robinson og Greenleaf 1985].

3.5.4 Diffraktionstomografi. En ny type tomografi er ved at nd fra teoretikernes skri-
vebord til praktikernes verksteder. I DT for Diffraktions-Tomografi antager man ikke,
som i sa&dvanlig tomografi, at bglgerne udbreder sig langs rette linier. I stedet tillader
man alle former for diffraktionsfenomener. Teknikken er ideel til ultralyd, men man
har det problem at man har svaert ved at knytte en direkte sammenhang mellem den
stgrrelse man rekonstruerer og den faktiske anatomiske information man er interesseret
i [Grassin et al. 1990].

3.6 Litteratur om medicinsk skanning

Alle de former for medicinsk tomografi som er beskrevet her er kort introduceret af
Deans [1983].
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Den tilgengelige litteratur om rgntgentomografi er omfattende og mange varker om
anvendelserne af Radon transformationen tager netop udgangspunkt i denne form for
tomografi. Herman [1985] og Robb [1985d] beskaftiger sig specifikt med rgntgentomo-
grafi.

Budinger et al. [1979] og Ell og Holman [1982] bringer grundige oversigter over
emissionstomografi. Gustafson [1985] beskriver SPECT lissom Barrett [1984] bringer
en kortfattet gennemgang. Holm [1988] beskriver SPECT-skanneren pa Rigshospitalet
indgdende. PET beskrives af Ter-Pogossian [1985] og kortfattet af Shepp [1983b]. Den
eksponentielle Radon transformation er beskrevet af Tretiak [1983] og Barrett [1984].

Den ovenstaende beskrivelse af MRI er ngdvendigvis noget overfladisk. Marr et al.
[1981], Shepp [1983b], Barrett [1984] og Hill og Hinshaw [1985] giver flere detal-
jer. Den kvantemekaniske baggrund for kernemagnetisk resonans er kort beskrevet af
Bransden og Joachain [1983].

Ultralydstomografi er tilsyneladende ikke sa ,populert“ som de @gvrige former for
tomografi hvis man skal vurdere det ud fra mangden af tilgengelige publikationer
om emnet. Jeg kan dog henvise til [Schomberg 1981, Robinson og Greenleaf 1985,
Grassin et al. 1990].

For alle disse emner galder det at de er i en rivende udvikling, og der publiceres
derfor hele tiden nyt materiele om de seneste fremskridt, lissom der produceres nye og
mere avancerede kommercielle systemer.

3.7 Tomografi inden for andre omrader

I dette afsnit vil nogle af de talrige anvendelser af teknikker kendt fra tomografi som
ikke vedrgrer medicin blive opsummeret.

3.7.1 Stjerners hastighedsfordeling. En af de tidligste anvendelse af tomografi var
i 1936 hvor den armenske astronom V. A. Ambartsumian forsggte at bestemme stjer-
nernes hastighedsfordeling i rummet. Man kan for de fleste stjerners vedkommende
kun bestemme deres radiale hastighed, men ved at se i forskellige retninger i rummet
kan man betragte problemet som et tredimensionalt rekonstruktionsproblem og bestemme
stjernernes hastighedsfordeling. Ambartsumian Igste problemet og ndede til de samme
resultater som Radon. Han lavede tilmed nogle praktiske beregninger ud fra astrono-
miske data og var dermed den fgrste som benyttede tomografi i praksis (lenge fgr
computerens indtog) [Cormack 1983, Barrett 1984].

3.7.2 Radioastronomi. Inden for radioastronomien har man altid sggt mod stgrre og
stgrre oplgsningsevne. Uheldigvis henger oplgsningsevnen sammen med forholdet mel-
lem antennestgrrelse og bglgelengde, og radiobglger er langbglgede sammenlignet med
lys. Inden for radioastronomien star man derfor ofte i den situation at man gnsker sig
et radioteleskop med en antennediameter pd 200m, og den slags er ikke sd lette at
opdrive.

I stedet for en stor cirkuler antenne kan man benytte en aflang antenne (se fi-
gur 3.12). Den aflange antenne har den egenskab at den har en stor oplgsningsevne pa
langs, mens den pé tvers stort set ingen oplgsningsevne har. Retter man antennen mod
for eksempel solen vil det signal antennen modtager svare til et linieintegral hen over
solskiven. Som dagen gér vil solen bevege sig over himlen, og man kan fi mange
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Figur 3.12: Principskitse for opméling af solen med en aflang antenne ved en bglgelengde pd A = 10cm.

linieintegraler langs en bestemt retning uden at bevage antennen. Dernest kan man
dreje hele arrangementet og fa en ny serie af linieintegraler langs en ny retning. Ggres
dette tilstrekkelig mange gange har man til sidst nok data til at benytte metoder kendt
fra tomografi til at bestemme fordelingen af radiointensitet hen over solens overflade.
I praksis realiseres den aflange antenne ved en serie af mindre antenner som opstilles
pa linie. Dette er kun ét eksempel pd hvordan man inden for radioastronomien, uafhen-
gigt af udviklingen af rgntgentomografi, har udviklet teknikker baseret pd Radon trans-
formationen. Disse metoder forbedrer oplgsningsevnen af radioobservationer med mini-
male omkostninger bortset fra en forgget observationstid [Bracewell 1979, Deans 1983].

3.7.3 Modellering af solens korona. Man har igennem de sidste tyve &r indsamlet en
stor mangde observationer af solens korona blandt andet fra Skylab rumstationen. Man
har nu ved anvendelse af tredimensionale rekonstruktionsteknikker veret i stand til at
modellere og rekonstruere magnetfeltet og elektrontetheden i koronaen [Altschuler 1979].

3.7.4 Elektronmikroskopi. Parallelt med udviklingen af medicinsk tomografi har man
udviklet en tilsvarende form for tomografi inden for elektronmikroskopi [Deans 1983].

3.7.5 Optik. Hovedparten af de anvendelser af tomografi beskrevet her har et slegtskab
med optik idet man observerer hvordan en form for strdling passerer gennem et medie.
Inden for holografisk interferometri dukker Radon transformationen derfor naturligt op
[Deans 1983]. Osse Barrett [1984] navner anvendelser inden for bglgeudbredelse og
mikrobglgespredning.

3.7.6 Spredningsforsgg. Foruden mikrobglgespredning beskriver Barrett [1984] osse
sammenh@ngen mellem Radon transformationen og Compton spredning, og Hejtmanek
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[1981] beskriver sammenh@ngen mellem line®r transportteori, matematisk spredningsteori
og Radon transformationen.

3.7.7 Seismologi. En anden form for ,,optik er seismologi. Her er lysbglgerne erstat-
tet med lydbglger der bevager sig gennem undergrunden. Tomografi har varet anvendt
til at konstruere sakaldte seismiske profiler [Deans 1983].

3.7.8 Elektrostatik. Den inverse Radon transformation kan skrives i en form der in-
volverer Laplace operatoren. Det er derfor ikke overraskende at Radon transformationen
dukker op inden for elektrostatikken [Barrett 1984].

3.7.9 Plasmafysik. Inden for plasmafysik har man nogle problemer med at montere
detektorer i eksperimentomrddet og man har her set nytten af tomografi [Niland 1982].
Specifikt er man nu i stand til at bestemme hastighedsspektret af pulser af partikler
nir partikelkilden varierer i tiden. Dette kaldes for time of flight analysis [Niland og
Schmidt-Harms 1985].

3.7.10 Tekniske anvendelser af tomografi. Anvendelse af rgntgentomografi pad metal-
komponenter kan afslgre smd spreekker og lignende inden i komponenten. Dette kan
bruges til en ikke-invasiv kontrol af vitale maskindele, for eksempel fra jetmotorer eller
turbiner. P& den made kan ulykker forebygges uden at man behgver at udskifte dele
ungdigt ofte.

3.7.11 Raketter. Specielt kan nevnes at man har benyttet en sarlig teknik relateret til
tomografi til at foretage materialekontrol pd raketsnuder og -motorer [Quinto 1990].

3.7.12 Stressanalyse. Deans [1983] nzvner at Radon transformationen osse optreder
nar man forsgger at modellere sma sprekker inden for elastostatikken.

3.7.13 Matematik. Inden for matematikken har man anvendt Radon transformationen til
s& forskellige ting som teorien for partielle differentialligninger og statistik [Cormack
1983, Deans 1983].

3.7.14 Fremtidsvisioner. Der har veret mange forslag om potentielle anvendelser af
Radon transformationen [Deans 1983]: Lige fra overvagning af luftforureningen med
lasere, over billedtransmission og mgnstergenkendelse i billeder, til maling af snedybder
med henblik pd at forudsige laviner [Cormack 1980].

Den mest visionere idé er maske at studere det indre af planeter ved at observere
hvorledes neutrinoer fra solen transmitteres [Deans 1983] — en direkte udvidelse af
rgntgentomografi. Find selv pd flere anvendelser!

38



Kapitel 4

Visualisering af tredimensionale data

4.1 Indledning

4.2 Visualisering af konturflader

4.3 Rumfangsgengivelse

4.4 Litteratur om rumfangsgengivelse
4.5 Konstruktion af konturflade

I dette kapitel bringes der en oversigt over forskellige metoder hentet fra litteraturen til
visualisering af tredimensionale data. Udgangspunkt vil vere medicinske data erhvervet
ved tomografi.

Fgrst introduceres en konturflade som er en tilnermelse til en @kvipotentialflade.
Denne konturflade kan visualiseres pa to mader: ved rumfangsgengivelse og ved at kon-
struere konturfladen som derefter visualiseres. De neste kapitler fokuserer pd hvordan
en konturflade kan konstrueres sd her benyttes plads til at beskrive rumfangsgengivelse.
Derefter fortsttes med en beskrivelse af metoder hentet fra litteraturen til konstruktion
af en konturflade. Dette tjener som en optakt til anden del af dette speciale som
handler om en bestemt type af disse algoritmer.

4.1 Indledning

4.1.1 Todimensional visualisering er ligetil idet man har en maling af for eksempel
lysintensitetsveerdier registreret regelmassigt pa et rektangulert omrade. Ved at tilordne
gratoner til intensitetsveerdierne — lyse ved hgj intensitet og mgrke ved lav intensitet —
kan man visualisere malingen ved at vise de tilhgrende gritoner pa en computerskaerm.
I stedet for gritoner kan farvetoner tilordnes. Hvis malingen er en temperaturméling,
for eksempel foretaget af en satellit, kan kolde omrdder afbildes som bld og varme
omrader som rgde.

4.1.2 Tredimensionale data. Antag at anatomien af en patients hoved gnskes studeret
med rgntgen. Et enkelt vandret rgntgentomogram giver et tvarsnit af hovedet og det
kan studeres som beskrevet ovenfor. Ved at skanne flere gange er man i stand til
at bestemme en rakke tversnit fra hagespids til isse ved at variere placeringen af
snitplanet. Dette giver en hel serie af tversnit som til sammen giver et godt indtryk af
hovedets anatomi. Dette kraever dog at afstanden mellem de enkelte tomogrammer ikke
er meget stgrre end oplgsningen i hvert tomogram.

4.1.3 Rumfang. Denne form for data kaldes for et rumfang eller pa engelsk volu-
me. Man kan tenke pd et rumfang som en slags tredimensionalt billede som bestir
af billedpunkter kaldet voxels (i stil med pixels — picture elements — i almindeli-
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ge, todimensionale billeder). Men i mods®tning til det todimensionale billede kan det
tredimensionale billede ikke direkte visualiseres pa en computerskaerm.

4.1.4 Teerskelveerdi. Betragtes det enkelte rgntgentomogram i rumfanget ses det at
knoglevaev fremtreder som ,lyse“ omrdder. Det betyder at man skal ngjes med at
studere de ,lyse“ omrader hvis man vil studere kraniet. Dette ggres med en terskelveerdi
— erfaringen viser at billedpunkter med en verdi pd over cirka 150HU svarer til

knoglevayv.

4.1.5 Greenseflade. Betragtes alle tvarsnittene under ét, det vil sige hele rumfanget,
gzlder der at man kan lokalisere overfladen af kraniet som de omrdder i rumfanget
hvor rgntgenabsorptionen skifter fra under til over terskelverdien. Et af de vesentlige
emner for dette speciale er hvordan man konstruerer denne flade fra et givet rumfang
og en givet terskelverdi. Den konstruerede flade svarer netop til overfladen af knoglen
og er derfor betydningsfuld i studiet af hovedets anatomi. Ved at @ndre terskelveerdien
kan man bestemme granseflader mellem andre veavstype og organer.

4.1.6 Kantdetektion og klassifikation. Mere generelt md man foretage en tredimen-
sional kantdetektion og klassifikation af omrader. At benytte en terskelverdi til dette
er nok den enkleste metode og den virker godt til detektion af knogler i rgntgento-
mogrammer. Derimod md man ofte i MRI benytte mere avancerede metoder. Dette er
dog ikke det centrale emne for dette speciale sd jeg vil for enkelhedens skyld i den
fplgende fremstilling tage udgangspunkt i at en terskelverdi benyttes.

4.1.7 Datamaengden i medicinske skanninger ggr at arbejdet med disse er tidskrevende
med mindre man rider over meget hurtige computere. Et ,typisk rumfang kan besta af
cirka 200 x 200 x 100 = 4.000.000 billedpunkter. De fleste rumfang jeg har arbejdet med
har omtrent denne stgrrelse. Skanner man hovedet af et barn i en lidt ®ldre CT-skanner
af den type som stdr pd mange danske sygehuse vil man typisk fi data med denne
oplgsning. Mere moderne skannere er ofte i stand til at fordoble den linezre oplgsning
siledes at datamengden forgges otte gange.

4.2 Visualisering af konturflader

4.2.1 /Ekvipotentialflade. Man kan betragte rumfanget som en méling af et tredimen-
sionalt felt pa et rektangulert gitter, og det som gnskes studeret er en &kvipotentialflade
defineret ved en terskelvaerdi. Dette problem dukker op inden for mange omrdder af
naturvidenskaben. For eksempel kan feltet beskrive elektrontztheder i et atom og den
gnskede @kvipotentialflade kan vare en udvalgt orbital.

4.2.2 Konturflade. Da feltet er registreret pa et diskret antal billedpunkter s vil feltet
nzesten aldrig antage terskelveerdien. I stedet vil der vare nogle billedpunkter hvor
feltveerdierne er under terskelverdien og nogle billedpunkter hvor feltvaerdien er over
terskelvaerdien. Det vil derfor kun vere vere muligt at bestemme en flade der adskiller
billedpunkter som er over terskelverdien med billedpunkter der er under. Den type flade
vil her blive betegnet som en kontur, eller en konturflade nér det skal fremhaves at
det er en flade. Tilsvarende kan man sa benytte betegnelsen konturkurve om en kontur
i et todimensionalt billede.
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Der gelder at en konturflade for en given terskelvaerdi er en god tilnermelse til
akvipotentialfladen defineret af samme tarskelverdi.

4.2.3 Metoder. Der findes mange mader hvorved man kan lokalisere og visualisere
konturflader. De kan deles i to kategorier:

1. Direkte skankonvertering (afbildning pa computerskeerm) af data osse kaldet rum-
fangsgengivelse eller volume rendering pa engelsk.

2. Konstruktion af en model af konturfladen. Denne flade kan senere skankonverteres
eller benyttes til konstruktion af en fysisk model i for eksempel kunststof.

4.2.4 Rumfangsgengivelse er den metode hvor det endelige billede af konturfladen
konstrueres direkte fra de oprindelige data. Der findes algoritmer som er ganske hurtige
— pa en ,typisk“ arbejdsstation (for eksempel med en ydelse pd mindst 10 MIPS)
kan et billede konstrueres pd stgrrelsesordnen 10 sekunder. Kvaliteten af billedet kan
naturligvis forbedres ved at anvende mere avancerede og tidskrevende algoritmer.

(@nsker man at konstruere et nyt billede set fra en anden vinkel er det i reglen ikke
muligt at genanvende resultater fra tidligere beregninger, og hvert nyt billede vil tage
samme tid at konstruere (der findes algoritmer der genanvender resultater fra tidligere
beregninger, men det er ofte pa bekostning af et stort forbrug af lager). Metoden er
derfor endnu ikke s& velegnet til visualisering og manipulation af rumfang i sand tid
med mindre man har temmelig kraftige computere til radighed.

4.25 Konstruktion af konturflade. I stedet for direkte at danne billedet af konturfladen
kan man konstruere en mellemliggende representation af fladen som si efterfglgende
kan visualiseres. Fladen skal representeres af en form for geometrisk primitiv og
her benytter man oftest trekanter (der altid er plane). Der findes talrige teknikker
til at visualisere sddanne flader, og det er for eksempel ganske enkelt at foretage en
@ndring at betragterens placering [Foley et al. 1990, Mortenson 1989]. Man kan osse
introducere mere avancerede effekter som, for eksempel, perspektiv, egenskaber ved
materialet, lyskilder og sa videre.

Antallet af geometriske primitiver, der benyttes til at beskrive fladen, er dog i reglen
s& stort at beregningen af et enkelt billede pa en kraftig grafisk arbejdsstation tager af
stgrrelsesordnen 10-100 sekunder, og sand tids manipulation er derfor ikke praktisk
muligt. Men med den rivende udvikling der sker inden for computerindustrien vil sand
tids eller ner sand tids manipulation sikkert snart vare mulige.

For eksempel er Reality Engine* fra Silicon Graphics angiveligt det hurtigste serie-
producerede system til tredimensional grafik. Ydeevnen er omkring 900.000 tredimen-
sionale trekanter per sekund inklusiv fekstur og anti-aliasing. Derved skulle det vare
muligt at opnd adskillige opdateringer per sekund af skarmbilledet for typiske flader
fra medicinske data.

4.2.6 Animation. Da almindeligt tilgengelige arbejdsstationer i dag endnu ikke er sa
effektive at man med de ovenfor beskrevne metoder kan opdatere det viste billede i
sand tid, kan man i stedet forberede en animation ved at lave en serie billeder hvor man
for eksempel flytter betragterens placering. Disse billeder kan gemmes til senere brug
hvor de kan vises i hurtig rekkefglge for at give et indtryk af bevagelse. Brugeren af
systemet, for eksempel en lege, vil ofte fa en bedre rumlig opfattelse af de givne data
nar den slags ,.tricks* benyttes [Robb og Barillot 1989].
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A) Knogle. B) Knogle og transparente blgddele.

Figur 4.1: Eksempler pa rumfangsgengivelse lavet med ANALYZE programmet.

4.2.7 Fysisk model. En flade representeret pd en computer kan anvendes til styring af
freesevaerktgj og lignende sd det bliver muligt at fi en model i kunststof af det objekt
man gnsker at modellere. Is@r stereolitografi ser ud til at vere en lovende metode til
konstruktion af selv komplicerede modeller af for eksempel knoglestrukturer. S&danne
modeller kan vare meget nyttige til fremstilling af proteser og som hjelp til kirurgisk
behandlingsplanlegning [Kreiborg et al. 1992b, Swaelens 1992, Ruud 1992].

4.2.8 Stereolitografi er kort fortalt en relativ ny teknik hvor man ved hjzlp af to
skerende laserstriler er i stand til selektivt at herde en s@rlig kunstharpiks i et Kkar.
Dette ggr det muligt at konstruere vilkarligt komplicerede modeller som tilmed kan
indeholde hulrum. Fem-akse fraesere, som traditionelt har veret anvendt til nogle af
de samme arbejdsopgaver, har mange begrensninger sammenlignet med denne metode.
Man arbejder for tiden pd at designe bio-kompatible kunstharpikser som kan anvendes
til direkte at fremstille serligt tilpassede proteser og implantater fra medicinske data.

4.3 Rumfangsgengivelse

4.3.1 Skankonvertering er den disciplin inden for computer graphics hvor man for
en given geometrisk model og en given betragter af denne model beregner et billede
af modellen set af betragteren. Man beskeftiger sig med hvordan man mest effektivt
kan konvertere et geometrisk primitiv til intensitetsverdier pd en computerskerm. De
geometriske primitiver kan veere ganske enkle, s& som punkter og trekanter, eller mere
komplicerede objekter, for eksempel sdkaldte NURBS flader. Rumfangsgengivelse er
den disciplin der beskaftiger sig med hvordan en voxel som geometrisk primitiv kan
konverteres til en intensitetsvaerdi pd computerskermen. Pa figur 4.1 ses eksempler pa
rumfangsgengivelse. Den anvendte metode ma karakteriseres som varende relativt hurtig
— dette opnés naturligvis pa bekostning af kvaliteten af billedet.
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4.3.2 Metoder. Der findes mange forskellige algoritmer beskrevet i litteraturen, og alle
disse har som regel hver for sig et srligt kendetegn der adskiller den pagaldende
algoritme fra de gvrige. Disse algoritmer kan inddeles i fglgende grupper:

1. Voxel projektion hvor de enkelte voxels projiceres pd skermen. Dette kan ggres
pa to mader:

(a) Bagfra (back to front) hvor man starter med at projicere den fjerneste voxel.
Efterhidnden vil foran liggende voxels dekke over de bagved liggende.

(b) Forfra (front to back) hvor man starter med at projicere den nzrmeste voxel.
Efterhdnden som bagved liggende voxels skjules af allerede projicerede voxels
ses der helt bort fra disse.

2. Stralekastning (ray tracing) hvor ,synsstraler udgér fra en betragter og kastes ind
i rumfanget indtil de enten rammer et objekt eller fortsatter ud af rumfanget pé
den anden side.

4.3.3 Klassifikation. Fzlles for disse metoder er at de enkelte voxels klassificeres i
flere kategorier. Den enkleste klassifikation fas, som tidligere nevnt, ved at benytte
en terskelverdi hvorved hver voxel kan klassificeres som hgrende med til objektet
defineret af terskelverdien eller som ikke hgrende med. Kun de voxels der hgrer med
til objektet bidrager til det endelige billede.

4.3.4 Transparente voxels. I stedet kan vaerdien af hver enkelt voxel benyttes til at
bestemme dens farve og opacitet, og ved at integrere langs synsstriler kan man gengive
de forskellige dele af rumfanget i forskellige farver, nogle dele transparent foran andre
(se figur 4.1.B). Man kan tilmed lade voxels med bestemte vardier udsende lys hvorved
rumfanget oplyses indefra.

Set fra en brugers synsvinkel er en af de stgrste forskelle mellem rumfangsgengivelse
og visualisering af flademodeller netop muligheden for at anvende transparente voxels.
Dette giver mulighed for at studere samspillet mellem forskellige vavstyper i stedet for
at man skal begrense sig til én type vev ved at fastlegge en terskelveerdi.

Derfor kan man med en vis ret sige at ,rigtig" rumfangsgengivelse skal give mulig-
hed for at anvende transparente voxels. Forenklet kan man hzvde at set fra brugerens
synspunkt, sd er rumfangsgengivelse, der ikke har den funktionalitet, ikke til at skelne
fra algoritmer der konstruerer en konturflade som derefter visualiseres.

4.3.5 Voxel projektion bagfra. Alle voxels i rumfanget gennemlgbes startende med den
voxel der er lengst vak fra betragteren og sluttende med den voxel der er narmest
betragteren. Hver voxel som hgrer til objektet projiceres pd skarmen, og eftersom de
gennemlgbes pd den netop beskrevne made vil foran liggende voxels dekke for bagved
liggende voxels som gnsket. Metoden krever dog at samtlige voxels gennemlgbes selv
om kun de voxels i objektet som er n®rmest betragteren bidrager til det endelige
billede.

4.3.6 Voxel projektion forfra. I stedet kan man gennemlgbe alle voxels startende med
den voxel der er nermest betragteren. Efterhdnden som man mgder voxels som hgrer
til objektet vil deres projektion pa skaermen skjule bagved liggende voxels som man
ikke behgver at undersgge. Dette giver en mere effektiv algoritme som dog er mere
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kompliceret at implementere. @nsker man at implementere transparente voxels vil opaci-
teten langs synsstrilerne efterhnden nd den veardi der svarer til ugennemsigtig hvorved
bagved liggende voxels skjules og ikke derfor ikke behgver at blive undersggt.

4.3.7 Stralekastning. Man kan i stedet tage udgangspunkt i betragteren. Fra dennes
raster af billedpunkter kastes strdler ind i rumfanget og man bestemmer hvilke voxels
de rammer. Benyttes en terskelveerdi til klassifikation vil strdlen enten ramme en voxel
over terskelverdien hvorved den stopper, eller osse vil den fortsette ud af rumfanget
pa den anden side.

(@nsker man at inddrage transparente voxels s& forlgber beregningen af farve- og
intensitetsveerdien af hver strdle som en integration over stralen hvorved de enkelte
voxels bidrager til den endelige verdi. Integration stopper nir opaciteten er net op pd
ugennemsigtig eller nar strdlen forlader rumfanget pd den anden side.

4.3.8 Rotation af rumfang. De netop beskrevne metoder tillader at betragteren befinder
sig 1 vilkarligt ,,skeve* vinkler i forhold til rumfanget, men det er klart at algoritmerne
forenkles vasentligt hvis synslinierne er parallelle med en af de tre principale akser. I
stedet for at udvikle en algoritme der kan handtere vilkérlige placeringer af betragteren
kan man i stedet rotere rumfanget ved at interpolere et nyt rumfang péd et nyt gitter
der er roteret i forhold til det oprindelige. Dette kan vare en tidskreevende proces, men
visse muligheder for optimering er mulige [Hanrahan 1990]. En integration langs syns-
linier som anvendes i forbindelse med strdlekastning involverer i realiteten en implicit
interpolation af rumfanget pa et gitter defineret af synslinierne.

4.3.9 Interpolation af rumfang. Mange algoritmer forudsatter at voxels er kubiske, det
vil sige har ens dimensioner langs alle tre akser. Ofte er dette ikke tilfeldet da data
som regel stammer fra tomogrammer hvor afstanden mellem hvert tomogram er stgrre
end oplgsningen i tomogrammet. Man kan da interpolere et nyt rumfang med kubiske
voxels, og man benytter nesten altid liner interpolation da det er det enkleste.

Antagelsen om linezr variation mellem de enkelte tomogrammer strider dog imod
den observation at et tomogram ofte kan inddeles i forskellige omrdder med stort set
samme intensitetsverdierne svarende til for eksempel forskellige organer. Hvert omrade
er karakteriseret ved en rimelig konstant intensitetsverdi, mens omrider indbyrdes er
differentieret ved en forskel i intensitetsverdi. Herman og Bucholtz [1991] beskriver en
ny interpolationsteknik baseret pd chamfer afstanden der giver bedre resultater end nér
simpel linezr interpolation anvendes.

4.3.10 Aliasing. Da medicinske data som navnt har en uline@r karakter vil vardier-
ne i rumfanget have en tendens til at springe i stedet for at variere glat inden for
rumfanget. Endvidere er data registreret pa et gitter som ofte ikke engang er kubisk,
men med voxels der er ,aflange”, og de strukturer man gnsker at afbilde er af samme
stgrrelsesorden som de enkelte voxels 1 gitteret.

Alt dette er med til introducere sakaldte artefakter, eller aliasing i det endelig
billede. For eksempel vil man pd grund af den manglende oplgsning pad tvars af
tveersnittene ofte se falske konturlinier svarende til hvert tvarsnitsbillede med mindre
man tager serlige hensyn. For at afhjelpe dette kan man lavpas filtrere rumfanget
inden rumfangsgengivelsen foretages [Drebin et al. 1988]
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4.3.11 Toning. Det er ikke nok at projicere de enkelte voxels pd ska@rmen — de skal
osse tilordnes en tone, det vil sige tones (pd engelsk shading). Man kan benytte en
reekke forskellige metoder og den enkleste er. ..

4.3.12 Afstandstoning. Afstanden fra betragteren benyttes til at beregne en gritone —
mgrke toner for voxels langt veek og lyse toner for voxels tet pa. Det resulterende bil-
lede bliver et slags ,hgjdekort“ og man benytter betegnelsen afstandstoning (pd engelsk
depth shading) om denne metode.

4.3.13 Belysning. I stedet kan fladen illumineres af en lyskilde for at afslgre detaljer
i fladen som ikke kan ses tydeligt pa ,hgjdekortet. Kendskab til lyskildens placering
og fladens orientering i forhold til denne kan give en gritone, for eksempel efter den
sékaldte cosinus lov. Vektoren der beskriver lyset projiceres pa fladens normalvektor og
lengden af denne projektion er den mengde lys der reflekteres. Man kan osse anvende
mere avancerede belysningsmodeller som for eksempel Gouraud eller Phong modellen
[Foley et al. 1990].

4.3.14 Fladenormaler. Men hvordan beregner man konturfladens normal som benyttes
til toningen? Man kan bestemme konturfladen i en omegn af den voxel man gnsker at
tone og si bestemme en normal til denne flade. Dette kaldes somme tider for afstands-
gradient toning (p& engelsk depth-gradient shading) fordi man benytter de beregnede
dybdeverdier til at bestemme konturfladen og dermed til at estimere normalen. I
stedet kan man bemarke at gradienten af et tredimensionalt skalarfelt beregnet i et
punkt vil vere vinkelret pd @kvipotentialfladen gennem punktet. Med andre ord s
kan skalarfeltets gradient normaliseres i et punkt pd konturfladen hvorved den gnskede
normalvektor fis. Dette er osse grunden til den lidt forvirrende betegnelse ,,afstands-
gradient toning“ anvendt ovenfor. Egentlig skulle man sige afstands-normal toning da
man pa intet tidspunkt blander gradienten af feltet ind i beregningen.

Men som sagt sda kan man fa et estimat for normalen ved at beregne gradienten,
for eksempel ved i hver voxel at studere verdien af de seks narmeste nabo-voxels.
Benyttes denne lokale gradient til at estimere normalen af konturfladen opnds et bedre
resultat end med afstands-gradient metoden [Hohne og Bernstein 1986].

4.3.15 Binzer klassifikation af voxels er et problem ved disse metoder. Enten er
voxels inden for fladen eller osse er de udenfor. I forvejen kan det vare svert at
klassificere voxels fra medicinske skanninger med en terskelveerdi blandt andet pa grund
af den tidligere omtalte del-rumfangs effekt (se afsnit 3.2.8). Som antydet kan man
anvende mere avancerede algoritmer til rumfangsgengivelse hvorved man far mulighed
for at afbilde nogle typer vav transparent. P& figur 4.1.B er for eksempel vist et
kranie overlejret med transparente blgddele. Man undgar derved at fjerne for meget
information ved kun at vise én konturflade givet ved en terskelvardi.

4.4 Litteratur om rumfangsgengivelse

Som tidligere antydet er mangfoldigheden iblandt algoritmerne til rumfangsgengivelse
stor. Ovenfor har jeg forsggt at fremh@ve nogle fundamentale fazlles trek hos disse
algoritmer, men har pad den made osse udeladt nogen af de interessante tr&k der ggr
hver algoritme til noget serligt. Dette vil jeg rdde bod pa her ved at give en lille
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oversigt over nogle af de algoritmer der er beskrevet i litteraturen. Selv om oversigten
omfatter adskillige referencer er den dog langt fra komplet.

4.4.1 Transparente voxels. Levoy [1988] beskriver en stralekastningsalgoritme der im-
plementerer transparente voxels. De enkelte voxels klassificeres i for eksempel tre
grupper: luft, blgddele og knogle. Hver gruppe tildeles en farve og en opacitet. For
eksempel kan luft vere gennemsigtigt, mens blgddele kan vare rgde og transparente.
Endelig kan knogle vare ugennemsigtigt, hvidt. I grenseomradet mellem for eksempel
knogle og blgddele kan voxels tildeles farve- og opacitetsverdier der er en passende
kombination af vardierne for begge grupper. For at dette skal fungere m& man antage
at der kun er grenseomrader mellem luft og blgddele og mellem blgddele og knogle
— ikke mellem luft og knogle, men denne antagelse er jo osse ganske fornuftig. De
enkelte voxels tones efter Phong modellen og farve- og opacitetsvardier af voxels langs
samme synslinie kombineres ved a-blanding. De resulterende billeder skulle vere af en
overordentlig god kvalitet da man undgar en bin®r klassifikation af voxels og i stedet
er i stand til at vise samspillet mellem forskellige typer vav.

Upson og Keeler [1988] beskriver den sakaldte V-BUFFER algoritme som i realiteten
er en form for voxel projektion forfra. Strdlekastningsmetoder beskrives dog osse.
Vardien af den enkelte voxel benyttes til at tildele den en farve- og en opacitetsvardi.
I modsetning til Levoy [1988] ggres der her ikke noget sarligt ud at beskrive hvordan
dette ggres sd forskellige vavstyper kan adskilles.

Drebin et al. [1988] beskriver en algoritme der benytter stralekastning langs en
af de principale akser. Det betyder at rumfanget kun kan vises fra ,skave® vinkler
hvis det fgrst roteres og interpoleres pa et nyt gitter, men samtidig er algoritmen
lavet sédledes at en del af beregningerne kan laves fgr rotationerne foretages hvorved
der spares tid. Forfatterne ggr sig i den forbindelse nogle signalteoretiske overvejelser
om gyldigheden af en sadan rotation eller reinterpolation. Til klassifikation af de
enkelte voxels benyttes en fremgangsmade meget lig den beskrevet af Levoy [1988],
og der beskrives hvordan man med udgangspunkt i et histogram over voxel vardierne
kan konstruere funktioner der tildeler farve- og opacitetsvaerdier til de enkelte voxels.
Firmaet for hvilket forfatterne arbejder (PIXAR) har konstrueret en computer specielt
beregnet til rumfangsgengivelse, og hardwaren er opbygget sdledes at for eksempel den
meget tidskrevende reinterpolation kan forlgbe med en rimelig hastighed.

4.4.2 Partikelsystemer. Sabella [1988] beskriver en algoritme der tager sit udgangs-
punkt i en model for spredning af (lys)partikler som for eksempel kan benyttes til
at modellere tdge og skyer. De enkelte voxels udsender partikler som spredes, og
et tethedsfelt af partiklerne defineres. Straler kastes gennem rumfanget og forskellige
stgrrelser fra feltet integreres over strilerne. De resulterende integraler afbildes i et
HSV farvesystem. Det kan lyde kompliceret, men det vasentlige er at voxels béde kan
vare transparente og udsende lys. Disse oplysninger kombineres til et farvebillede som
skulle indeholde sterke visuelle elementer som hjelper til at beskrive det underliggende
rumfangs struktur.

Krueger [1990] beskriver en algoritme i stil med den ovenfor beskrevne baseret
pa transport af ,virtuelle partikler gennem rumfanget. Hver voxel bidrager som kilde
og med absorption, spredning og farveskift af partiklerne. Det demonstreres hvordan
begreber fra fysikkens verden hvor transportteori har mange anvendelser, kan benyttes
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til at afslgre interessante ting ved rumfanget. For eksempel kan man placere en ,ladet*
testpartikel i rumfanget hvorved symmetrier i rumfanget vil optr&de som symmetriske
mgnstre der opstar pa grund af tunneleffekten.

4.4.3 Optimeringer. De ovenfor beskrevne algoritmer (pd nzr V-BUFFER algoritmen)
har alle benyttet en form for strdlekastning, men dette kan vare en ganske proces-
sorkrevende operation. Wilhelms og Van Gelder [1991] beskriver en algoritme serligt
egnet til rumfangsgengivelse i sand tid som benytter projektion af voxels enten bagfra
eller forfra. Den hgje hastighed opnds ved at observere at alle voxels projiceres ens pa
skermen og at der kun er tretten vesentligt forskellige mdder hvorpd dette kan ggres.
Derved kan man foretage et antal beregninger pa forhdnd inden samtlige voxels gen-
nemlgbes. Algoritmen giver mulighed for at afbilde selvlysende og transparente voxels
pa linie med andre avancerede algoritmer.

4.4.4 Hierarkisk model. Laur og Hanrahan [1991] beskriver en model hvor rumfanget
er representeret af et oktre. Oktreet visualiseres ved at hver knude i treeet afbildes
som en ,splat“ af den rette stgrrelse svarende til niveauet i oktreet. Jo dybere man
bevager sig ned i treet jo mindre ,splats“. De enkelte ,splats“ er representeret ved
en tzthedsfunktion, for eksempel en todimensional Gaul kurve, der giver den enkelte
splat et ,fodaftryk®. Knuderne i oktraet gennemlgbes bagfra og de enkelte ,fodaftryk™
projiceres pd skermen. Til hver knude i oktreet knyttes en middelfejl som afhenger
af forskellen i vardi mellem de voxels der indgér i den pigzldende knude. Denne
middelfejl benyttes som kriterie for hvor langt op eller ned i hierarkiet af ,.splats man
skal ga. Bt forholdsvis homogent omrade af rumfanget vil blive beskrevet med ,store”
,,splats®, mens mere varierende omrdder vil blive beskrevet med mindre ,splats®.

4.45 Oversigter. Coatrieux og Barillot [1990] og Hohne et al. [1990a] forsgger at
give en oversigt over tilgengelige metoder til sivel konstruktion af konturflader som
til rumfangsgengivelse. Hohne et al. [1990a] anvender nogle forskellige algoritmer pa
medicinske data. Konklusionen er — ikke overraskende — at forskellige anvendelser
kraever forskellige algoritmer. Der findes ingen ,,universal® algoritme.

4.5 Konstruktion af konturflade

451 Metoder. Der eksisterer adskillige algoritmer til konstruktion af en konturflade
og disse kan deles i to hovedklasser:

1. Kurvebaserede algoritmer tager udgangspunkt i at data foreligger i form af tver-
snitsbilleder fra for eksempel medicinske tomogrammer. Nér oplgsningen af det
enkelte tversnitsbillede er stor i forhold til afstanden mellem billederne er det
naturligt at konstruere en konturkurve, det vil sige en kurve der tiln@rmer en
ekvipotentialkurve, i hvert tversnitsbillede. S& stykkes konturerne i hvert tver-
snit sammen pa tvars af tversnittene til en flade. Denne type algoritme bestar
af en del der héandterer de todimensionale problemer vedrgrende konstruktion af
konturerne og en del der handterer de tredimensionale problemer vedrgrende sam-
mens&tningen af konturerne til en flade.

2. Isotropiske algoritmer har ikke nogen udvalgt retning som den ovenfor beskrevne
type tydeligvis har.
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Fgrst vil nogle kurvebaserede algoritmer kort blive omtalt hvorefter de isotropiske algo-
ritmer vil blive beskrevet.

4.5.2 Bestemmelse af konturkurve foretages i hvert tvarsnit. Forskellige kantdetek-
tionsmetoder kan anvendes i hvert billede [Rosenfeld og Kak 1982], men det enkleste
er at benytte en terskelverdi. Det endelige resultat er en eller flere lukkede konturer
i hvert tvaersnit, for eksempel beskrevet som sammens@tningen af en rakke liniestyk-
ker.

4.5.3 Fladekonstruktion. Naste trin er at forbinde konturerne i nabo-tvarsnit sdledes
at der dannes en lukket flade. Konturerne kan forbindes med trekantede fladesegmenter.
Af alle de mulige tesseleringer med trekanter skal man vealge én som er optimal. Man
kan for eksempel maksimere det indesluttede volumen [Kepple 1975] eller minimere
arealet af tesseleringen [Fuchs et al. 1977].

4.5.4 Forgreningsproblemet. To nabo-tvaersnit kan have et forskelligt antal lukkede
konturer. Det er et tegn pd at de strukturer der er indeholdt i rumfanget forgrener sig
mellem de to tvarsnit, og det er af fundamental betydning for algoritmens anvendelighed
at den er i stand til at forbinde konturerne korrekt. Adskillige beskrevne algoritmer
er slet ikke i stand til at konstruere flader der forgrener sig og de er derfor kun
anvendelige til helt enkle problemstillinger.

Boissonnat [1988] beskriver en algoritme som pa basis af en sa@rlig Delaunay tri-
angulering er i stand til at handtere flader der forgrener sig. Uheldigvis er der en
tendens til at fladens opbygning omkring forgreningerne kan vare temmelig ,,grov"
[Lin et al. 1989].

4.5.5 Interpolation af konturer mellem eksisterende konturer kan afhjelpe denne grov-
hed. Xu og Lu [1988] beskriver en algoritme der interpolerer nye konturer ud fra et
kriterie om minimal krumning af den udspendte flade. Uheldigvis er algoritmen ikke
i stand til at handtere forgreninger. Lin et al. [1989] lgser problemet ved at betragte
interpolation af konturer som en elastisk deformation af et szt af konturer over i et
andet set hvorved forgrening tillades.

4.5.6 Sammenligning med isotropiske algoritmer. Det er klart at jo stgrre afstan-
den mellem de enkelte tversnit bliver (set i forhold til oplgsningen af hvert enkelt
tversnit) desto vanskeligere bliver det at handtere forgreningsproblemet. P4 den an-
den side: jo mindre afstanden mellem de enkelte tvarsnit bliver jo mindre indlysende
bliver det at man skal benytte en kurvebaseret algoritme frem for en isotropisk al-
goritme. Dog har kurvebaserede algoritmer den fordel at de er nemme at forstd da
processen er delt op i to trin: konstruktion af kurver og sammensatning af kurver til
flader.

4.5.7 Reduceret fladekompleksitet. En anden fordel ved kurvebaserede algoritmer er
muligheden for at reducere kompleksiteten af de konstruerede flader. Chang et al. [1991]
viser hvordan man kan konstruerer en flade opbygget af sakaldte Hermite flader fra
konturer i de enkelte tvarsnit. Fladen vil i reglen indeholde et ferre antal geometriske
primitiver end en tilsvarende flade konstrueret med en isotropisk algoritme uden at man
pa den maéde har mistet betydningsfuld information. Uheldigvis er algoritmen ikke 1
stand til at handtere forgreningsproblemet.
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4.5.8 Isotropiske algoritmer kommer i blandt andet disse to varianter:
1. Sékaldte tegl-algoritmer som vil blive beskrevet nedenfor.

2. Algoritmer der sammensatter en flade af grenseflader mellem voxels ved en flade-
SpOringsproces.

4.5.9 Tegl-algoritmer er betegnelsen for en type algoritme der betragter rumfanget som
en samling af kubuser eller terninger. En kubus udspzndes af otte voxels som er
placeret i hvert hjgrne af kubus (bemark at voxels i denne sammenhang betragtes som
punktformige). Betegnelsen fegl vil blive anvendt om disse kubuser da de i en vis
forstand overdekker hele rumfanget lissom tegl dakker et tag.

En konturflade vil skare en del af disse tegl og disse siges at veare kritiske. Et
kritisk tegl er udspaendt bdde af voxels med en verdi over tzrskelvardien og af voxels
med en vardi under. Hvert kritisk tegl kan betragtes for sig, og der kan konstrueres et
fladesegment eller en facet som beskriver konturfladen gennem teglet. Dette kan ggres
sdledes at facetterne i to Kkritiske nabo-tegl ,,passer sammen“ s facetterne kan sattes
sammen til en sammenhengende flade. Algoritmer bygget over denne laest vil blive
betegnet som tegl-algoritmer. Det der adskiller de forskellige tegl-algoritmer er fgrst og
fremmest hvordan konstruktionen af facetten i det kritiske tegl foregar.

4.5.10 ,Marching cubes“ er en af de mest kendte og hyppigst implementerede tegl-
algoritmer [Lorensen og Cline 1987, Cline et al. 1988]. Den er dog ikke den fgrste af
sin slags idet allerede Wyvill et al. [1986] beskriver en tegl-algoritme. Det der adskiller
de to algoritmer er fgrst og fremmest implementeringen, mens fladerne der konstrueres
er (n@sten) ens. Grunden til at ,,marching cubes“ er blevet den mest kendte og udbredte
algoritme er méaske at Lorensen og Cline [1987] og Cline et al. [1988] anvendte
algoritmen pd medicinske data fra rgntgentomogrammer, mens Wyvill et al. [1986]
modellerede syntetiske ,blgde” objekter. Den medicinske anvendelse har formodentlig
haft stgrre gennemslagskraft.

Uheldigvis er der i ,,marching cubes“ algoritmen en fejl som ggr at de flader der
konstrueres somme tider indeholder ,huller eller ,topologiske fejl“. Dette problem
vil der blive redegjort for i afsnit 9.4, og i afsnit 9.5 kan man finde referencer til
forskellige artikler der beskriver problemet.

Med tiden er der kommet flere algoritmer til. Baker [1989] har beskrevet en
algoritme kaldet ,,weaving wall“ beregnet til at lave sand tids sporing af konturer i
forbindelse med styring af en robot, men han har osse erkendt de mulige anvendelser
inden for medicinen. Denne algoritme er fri for de fejl som plager ,marching cubes®
algoritmen.

4.5.11 Flade-sporing. I stedet for at hver voxels opfattes som punktformig kan man
tenke pd dem som sma terninger. Hele rumfanget udggres af terninger som er ,stablet®
side mod side. Mellem to nabo-voxels er der en grenseflade og disse fladesegmenter
kan benyttes som byggesten for en konturflade. Vardierne i rumfanget antages at vare
binare (dette kan opnds ved at anvende en terskelvaerdi pa et ikke-binert rumfang), og
en flade der skiller 1-voxels fra 0-voxels konstrueres ved en sporingsproces. Hvorledes
dette ggres er beskrevet af [Artzy et al. 1981, Herman og Webster 1981, Gordon og
Udupa 1989, Shu og Krueger 1991] hvor teknikken gradvis er blevet forbedret.

49



Ud over at det kreves at rumfanget er binert hvorved man ofte méa bortkaste mere
detaljeret information vil den ferdige flade ofte osse have et ,takket udseende da det
geometriske primitiv der benyttes til konstruktion af fladen er fladesegmenter med en
normal parallel med en af de tre principale akser.

4512 Forenkling af flade. De konstruerede flader er ofte overordentligt ,,store® forsta-
et siledes at antallet af geometriske primitiver der medgar til at beskrive for eksempel
et kranie er af stgrrelsesordnen 100.000-1.000.000. Da disse stgrrelser stadig er i over-
kanten af hvad der er praktisk muligt at hindtere pa en grafisk arbejdsstation sd er
der behov for at reducere stgrrelsen eller kompleksiteten af de konstruerede flader. Et
nermere studie af en flade vil ofte vise at der er ,jevne“ omrader pd fladen der med
fordel kan reprazsenteres med et ferre antal primitiver. Denne proces kan man kalde
for forenkling af fladen. Det vesentlige ved ,forenklingen* er at kun omrader med lille
detaljerigdom forenkles. Man kan tenke sig at man ved justering af en (brugervalgt)
parameter kan ,forenkle” fladen mere eller mindre. Ved at lade ,forenklingsparamete-
ren“ gennemlgbe et diskret antal punkter i et interval fir man hierarkisk model med
flere niveauer af detaljerigdom.

4513 Prismetraeet er en datastruktur beskrevet af Ponce og Faugeras [1987] som
giver en hierarkisk opbygning af en polyhedral flade hvor mindre polygoner i fladebe-
skrivelsen smelter sammen til stgrre polygoner efterhdnden som man bevager sig ,,0p“
i treeet og detaljerigdommen mindskes. Uheldigvis kraever algoritmen at polyhedronen
har genus nul (det vil sige er uden huller som det der er i en vanilliekrans), og dette
er sjeldent tilfeldet for polyhedrale flader konstrueret fra medicinske data med tegl-
algoritmer. Det er derfor ngdvendigt at snitte disse flader indtil genus bliver nul, og
dette er kompliceret og kraever ofte interaktion.

4.5.14 Fjernelse af skeaeringspunkter. Schroeder et al. [1992] beskriver en algoritme
specielt designet til at forenkle flader konstrueret med ,marching cubes® algoritmen.
Hvert skeringspunkt i den polyhedrale model opbygget af trekanter (det vil sige hvert
hjgrne i en af trekanterne) vurderes og fjernes hvis et nzrmere specificeret kriterie er
opfyldt. Dette kriterie vil for de fleste skaringspunkter vaere at skeringspunktets afstand
til det plan der udspendes af de omgivende skaringspunkter er mindre end en given
terskelverdi. Nar et skeringspunkt fjernes konstrueres en ny triangulering af det hul
der opstdr i fladen. Da algoritmen baserer sig pd flader konstrueret med ,,marching
cubes“ ma den osse vere i stand til at hdndtere de ,huller eller ,topologiske fejl*
som algoritmen somme tider konstruerer.

4.5.15 Retriangulering. Turk [1992] beskriver en algoritme der pa basis af en polyhed-
ral flade konstruerer en helt ny forenklet model. Nye skaringspunkter til triangulering
af modellen distribueres tilfeldigt over den eksisterende flade og ved en gensidig fra-
stgdningsproces fordeles de jevnt. Ved at inddrage information om krumningen af den
originale flade kan punkttetheden forgges i omréder med stor krumning. Ved at valge
et forskelligt antal skeringspunkter i den nye flade kan man konstruerer flader med
forskelligt niveau af detaljer, og i artiklen demonstreres det hvordan man kan interpo-
lere en ny flade mellem to eksisterende flader konstrueret med et forskelligt niveau af
detaljer.
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4.5.16 Underinddeling af gitter. Iser ved modellering af ,,blgde* objekter hvor data
ikke foreligger i form af empiriske malinger pa et givet gitter, men i stedet er en til
lejligheden konstrueret analytisk funktion der kan registreres pa et vilkarligt gitter, har
man algoritmer der forsgger at tilpasse gitteret siledes at omrdder med stor detaljerigdom
registreres med en stgrre frekvens. Det svarer til at der benyttes ,,mindre” tegl i omrader
med stor detaljerigdom. Et af hovedproblemerne med den type algoritme er at undga
»sprekker i fladen langs grensefladen mellem et ,stort“ tegl og en rakke ,mindre
tegl.

Syntetiske flader som konstrueres fra analytiske felter kaldes ofte for implicitte flader
og de kan vere nyttige i for eksempel computer aided geometric design og computer
animation da objekter som ellers kan vare meget svere at modellere , traditionelt” kan
beskrives pa en enkel méde.

Bloomenthal [1988] har arbejdet videre pé resultaterne fra Wyvill et al. [1986] og
Lorensen og Cline [1987], og de har opstillet algoritmer der konstruerer en konturflade
pi basis af et gitter der underinddeles indtil den gnskede detaljerigdom er opndet.
Forskellen fra denne type algoritme og de tidligere beskrevne algoritmer til forenkling
af flader er at de tidligere beskrevne algoritmer i en vis forstand har arbejdet ,,nedefra
og op“ hvorved sma geometriske primitiver samles til stgrre. Den her beskrevne type
algoritme arbejder ,,oppefra og ned“ indtil den ngdvendige detaljerigdom er opnéet.

Resultaterne fra Bloomenthal [1988] er senere blevet anvendt af Hall og Warren
[1990] som har opstillet en algoritme som benytter tetraedre som tegl i stedet for
kubuser. Dette giver en rakke forbedringer i forhold til den oprindelige algoritme.
,,Cutting cubes® algoritmen beskrevet af Schmidt [1993] er osse baseret pa resultaterne
fra Bloomenthal [1988], men denne algoritme er i stand til at beskrive ,singulere
flader med selvgennemskeringer.

4.5.17 ,Splitting-box“ algoritmen er ligeledes en algoritme baseret pd Wyvill et al.
[1986] og Lorensen og Cline [1987] der konstruerer forenklede flader oppefra og ned.
Mens udgangspunktet for anvendelsen af algoritmerne beskrevet ovenfor har varet mo-
dellering af syntetiske objekter sa tager Miiller og Stark [1993] udgangspunkt i anven-
delse pa empiriske data som, for eksempel, medicinske data. Ved den ovenfor beskrevne
modellering af syntetiske objekter benyttes en ra&kke kriterier for om en facet er ,,jevn®
nok — er den ikke det, underinddeles det tegl som facetten tilhgrer indtil kriteriet
om ,jevnhed“ er opfyldt. Man kan i princippet blive ved med at underinddele da
skalarfeltet findes pa analytisk form og derfor kan beregnes i et vilkarligt punkt, men
processen stopper naturligvis ndr en vis nedre grense for teglenes stgrrelse er naet.

,»oplitting-box* algoritmen benytter i stedet ,,store” tegl. Til at begynde med betragtes
hele rumfanget som ét, stort tegl. Dette tegl kan deles i to mindre tegl ved en deling
pa tvers af teglets stgrste dimension. Denne proces kan gentages indtil man er ndet
til det mindste niveau af tegl som svarer til de tegl som benyttes af for eksempel
,marching cubes“ algoritmen. Algoritmen undersgger om et ,stort” tegl med en ,,stor
facet kan anvendes i stedet for en underinddeling af det ,store” tegl i mindre tegl.
Kriteriet er lgst sagt at den ,store” facet ikke ma afvige vesentligt fra de mindre
facetter som tilsammen udggr den ,store“ facet. Bemark at det ikke er ,,j@vnheden®
af facetten der afggrer om et ,stort” tegl skal underinddeles.
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45.18 Forenkling af billede. Et alternativ til at forenkle fladen er at forenkle det
billede som fladen konstrueres fra. En simpel metode er anvendelse af oktreer som pa
forskellige mader kan integreres i mange af de ovenfor beskrevne algoritmer [Wilhelms
og Van Gelder 1990a, Globus 1990, Coatrieux og Barillot 1990]. Mere interessant
er maske algoritmen beskrevet af Bergtin et al. [1993]. Et rumfang forenkles ved at
nzrliggende, ,.ens* billedpunkter kombineres. Resultatet er en Delaunay triangulering af
rumfanget med langt farre billedpunkter end oprindeligt. En modificeret tegl-algoritme
som anvender tetraedere som tegl kan si anvendes pd dette rumfang. Det vil vere
interessant at undersgge om den konstruerede flade bliver enklere end en tilsvarende
flade konstrueret med en s@dvanlig tegl-algoritme.
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Kapitel 5

Billeder og flader

5.1 Digital topologi

5.2 Cellekomplekser
5.3 Digitale billeder
5.4 Foldning af billeder
5.5 Noter og litteratur

Fgr tegl-algoritmerne kan beskrives i detaljer er det ngdvendigt at opstille et minimum
af formalisme og terminologi. Mélet er at opstille en matematisk abstraktion af savel
billeder som flader. Her benyttes cellekomplekser til dette formal hvorved der opnds at
definitionerne kan generaliseres til vilkarlige dimensioner.

Fgrst argumenteres for anvendeligheden af cellekomplekser som grundlag for digitale
billeder og flader. Derefter bringes en formel definition af cellekomplekser og der
opstilles en definition af digitale billeder. Der vil osse blive plads til at omtale hvordan
man kan operere pi disse billeder ved hjelp af foldninger. Endelig er der til slut et
afsnit med henvisninger til mere grundig litteratur om emnet.

5.1 Digital topologi

5.1.1 Billedanalyse. I todimensional billedanalyse gnsker man at formalisere begreber
som sammenhzng, rande, naboskab og si videre, sdledes at de udsagn man kommer
med kan underkastes matematikkens minutigse logik. Dette er iser aktuelt nar bille-
danalysen skal generaliseres til hgjere dimensioner. Disse begreber hgrer under den
matematiske disciplin topologi, og spgrgsmalet er derfor hvordan man definerer en di-
gital topologi som kan benyttes i billedanalyse.

Det har vist sig at vare vanskeligt at udstyre et billede opbygget af billedpunkter
med en topologi som pd en gang er enkel og elegant uden at den samtidig indeholder
inkonsistenser.

I den forbindelse kommer man til at beskaeftige sig med omegn af et billedpunkt, og
sammenheengsgrafen i et billede. Man stgder her pd sammenhengsparadokset som har
vaeret genstand for megen diskussion. Diskussionen og definitionen af disse begreber er
dog ikke specielt relevant i denne sammenh@ng, men ved at udstyre et digitalt billede
med en topologi fas en nyttig og veldefineret terminologi som vil blive anvendt flittigt.

5.1.2 Cellekomplekser. Som udgangspunkt for definitionen af en digital topologi benyt-
tes her cellekomplekser som er velkendte fra den kombinatoriske og algebraiske topologi.
Kovalevsky [1989] argumenterer for at enhver (matematisk konsistent) definition af en
topologi pd et digitalt billede ngdvendigvis ma vare et cellekompleks. Dette udsagn
kritiseres dog af Herman [1990], men den diskussion vil jeg ikke komme ind pa her.
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A) n-topologi. B) 0-topologi.

Figur 5.1: Mulige cellestrukturer pi et digitalt billede med fire billedpunkter. De sorte og gra toner
tiener alene til at skelne mellem celler. Billedpunkternes verdier er ikke vist.

I stedet vil det blive demonstreret at cellekomplekser som fundament for en digital
topologi kan give nyttige resultater — om der osse findes andre digitale topologier skal
jeg lade vere usagt.

5.1.3 Cellestruktur pa digitalt billede. Nedenfor bringes en formel definition af et
cellekompleks, men inden da vil det uformelt blive vist hvordan man pd naturlig méade
kan udstyre et digitalt billede med en cellestruktur. I den forbindelse skal man huske at
i topologi er morfierne, det vil sige de afbildninger mellem topologiske rum der ,,bevarer
egenskaber”, de kontinuerte afbildninger, og isomorfierne er de bijektive kontinuerte
afbildninger, osse kaldet homeomorfier.

Ved en n-celle forstds (uformelt) en mengde homeomorf med den &bne n-dimen-
sionale kugle. En O-celle er et punkt; en Il-celle er et liniestykke; 2-celle er et
fladesegment og sd videre.

Billedet er opbygget af billedpunkter som antager forskellige vardier. Billedet tenkes
placeret i planet R?, og det antages at hvert billedpunkt har sidelengden 1. Hvert
billedpunkt er et enhedskvadrat, og definerer en 2-celle. Hver 2-celle har fire kanter,
og hver kant definerer en 1-celle. Bemerk at et billedpunkts fire na@rmeste naboer hver
definerer én af de fire 1-celler siledes at 1-cellerne er ,,delt” mellem to billedpunkter.
En 2-celle har osse fire hjgrner, og hvert hjgrne definerer en O-celle. Igen bliver den
samme O-celle defineret af flere billedpunkter. Med andre ord sa opfattes det digitale
billede som et billede opbygget af kvadrater (2-celler), af linier mellem to kvadrater
(1-cellerne), og af punkter mellem fire kvadrater (O-celler).

Pa figur 5.1.A er der vist et eksempel pa en cellestruktur pa et lille digitalt billede
bestdende af fire billedpunkter. Cellestrukturen indeholder fire 2-celler, tolv 1-celler og
ni O-celler.

5.2 Cellekomplekser

Det er nu blevet antydet hvordan et digitalt billede kan representeres som en cellekom-
pleks. Senere vil cellekomplekser osse blive anvendt til at representere n-dimensionale
flader. Derfor ma jeg starte med at definere hvad et cellekompleks er, og her mi jeg
beklage at definitionerne kan virke alt for omstendelige og indviklede. Grunden til at
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jeg ¢nsker at komme med disse generelle definitioner er at jeg bliver i stand til at
generalisere begreber fra tre dimensioner til » dimensioner. Disse generelle begreber vil
fgrst blive anvendt i senere kapitler, men de bringes her fordi de s& er samlet ét sted.

5.2.1 Forudsatninger. De topologiske rum der betragtes vil altid vaere det euklidiske
rum R* eller delmengder heraf. R" vil vere udstyret med den szdvanlige topologi
induceret af det indre produkt som igen inducerer en norm og dermed en topologi, og
delmangder af R* vil vere udstyret med den relative topologi.

5.2.2 Definition. Lad n € N og definer n-kuglen i R* som mangden
B'={xeR"||x] <1}
Den topologiske rand i R" af denne mangde er (n — 1)-sferen
S"l=0B"={xeR"||x]|=1}
og forskellen mellem disse
B — B — S*!

er den 4bne n-kugle som er homeomorf med R". Jeg satter B° = {0}.
For m > n kan man indlejre disse mengder i R™ ved inklusionen ¢: R* — R™ givet
ved (x) = (x,0,...,0).

5.2.3 Definition. (Celle.) Lad X vere topologisk rum. En delmazngde x € X udstyret
med den relative topologi er en n-celle hvis den er homeomorf med B' og hvis
homeomorfien kan udvides til en homeomorfi af S"~! p randen af x (i X). Dimensionen
af cellen skrives som |x| = n. Homeomorfien kaldes for den karakteristiske afbildning
for x og betegnes med 7.

5.2.4 Bemaeerkning. Denne definition af en celle er en snzver definition som svarer til den s@dvan-
lige definition af en dben og reguleer celle. Det andet krav i definition sikrer at cellen bliver reguler. Et
eksempel pa en celle der ikke er reguler er S" — (1,0,...,0) € R**t! for n > 1. Cellen er homeomorf
med B, men randen er homeomorf med B’ og ikke S"~.

5.2.5 Definition. Et cellekompleks pi mangden X er en endelig mangde af delmang-
der X kaldet cellerne som opfylder:

1. X = Upexx med x# X = xNx' = (. Det vil sige at X er en disjunkt forening af
cellerne.

2. Hver celle x € X er en n-celle i X. Foreningen °™(X) = Up<nx kaldes for m-
skelettet og bestdr af alle celler hvis dimension ikke er hgjere end m. Mangden
af m-celler °™(X) — " '(X) betegnes osse med ° (X). Den hgjeste vardi af m
for hvilken der galder at Tm(X) # () er cellekompleksets dimension.

3. For hver celle x € X med karakteristiske afbildning -, skal restriktion v|g—1 vare
en afbildning pd " !(X).

5.2.6 Bemaerkning. Man kan give flere definitioner pa et cellekompleks. Den der er bragt er en
definition af et endeligt, reguleert CW-kompleks. Definition kan udvides til et uendeligt CW-kompleks
ved at tilfgje to ekstra punkter til definitionen, men det er ikke ngdvendigt her.
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(@nskes en matematisk abstraktion af flader anvendt inden for computer graphics opbyg-
get af for eksempel trekanter sd er todimensionale cellekomplekser velegnede. Denne
abstraktion er nyttig da den lader sig generalisere til hgjere dimensioner som det vil
blive demonstreret i kapitel 10.

5.2.7 Definition. (Siderelation.) Givet et cellekompleks (X, X) med karakteristiske af-
bildninger v, for x € X defineres for x,y € X' relationen =

x=<y  netop hvis  ,(BP) Cx

5.3 Digitale billeder

Det er nu muligt at give en formel definition af et digitalt billede som vil blive
benyttet fremover. Den underliggende struktur er et cellekompleks som tilfgjes verdier
og koordinater.

5.3.1 Den topologiske struktur der skal danne basis for et digitalt billede er den type
cellekompleks som er illustreret pd figur 5.1. Denne struktur kan man kalde for et
gitter.

5.3.2 Definition. (Endeligt kubisk gitter) i R" med dimensioner {my,...,m,} er et
cellekompleks pd X = [0;m; — 1] x --- x [0;m, — 1] med k-cellerne

Xl ;ﬁ—{zj,,ey+2ze, |0<t, <1} (5.1)

hvor ey, ..., e, er basisvektorerne der beskriver det cartesiske koordinatsystem pa R".
Cellerne i komplekset er mangden

X = {]’; j" 1j, €{0,1,....,m, — 1}, i, € {1,2,...,n}, i1 <ip < --- < i }.

Den karakteristiske afbildning 7,' % for cellen xj’i j”‘ er defineret pd [0; 1* som er
homeomorf med B* og givet ved

7;11 jl: Z]ueu 5 Et €. -

Det er klart at et endeligt kubisk gitter er et cellekompleks. Dimensionen af gitteret
er dimensionen af cellekomplekset som er n, og betegnelsen n-gitter benyttes for at
understrege dimensionaliteten af gitteret.

Uformelt kan man beskrive den underliggende mangde for et gitter som en ,klods*
i R*. Det er somme tider ngdvendigt at at henvise til randen af denne ,klods“ og de
celler som ligger i randen. Ved randen af den underliggende mangde X forstas den
topologiske rand 90X i R". Det er klart at en celle som skerer randen osse er helt
indeholdt i randen, og der galder tilmed at cellerne i randen udggrer et cellekompleks.

5.3.3 Veerdifunktion. Et gitter giver en topologisk struktur pa billedets definitionsmaeng-
de, men billedets ,,indhold“ fas ikke fra denne struktur alene. Det der ggr billedet til
t ,billede* er at de enkelte billedpunkter (eller celler) har forskellige verdier. Dette
formaliseres ved at definere en verdifunktion V pa cellestrukturen.

Det ville vere naturligt at kreeve at verdifunktionen V var defineret pd alle x € X
og dermed pa hele X, men i praksis vil V kun vare defineret pa en delmaengde af X.
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5.3.4 Samspil mellem vaerdifunktion og topologi. I en traditionel opfattelse af et digi-
talt billede har man en rzkke billedpunkter som antager forskellige veardier. Spgrgsmalet
er: hvilke celler i gitteret skal svare til de oprindelige billedpunkter? Og der er to
naturlige svar: 2-cellerne som illustreret pa figur 5.1.A og O-cellerne som vist pa fi-
gur 5.1.B. I det n-dimensionale tilfelde vil det fgrste svar i stedet vare n-cellerne.
Man kan derfor opstille to forskellige topologiske strukturerer til det samme billede.

5.3.5 Definition. Der er to mader at knytte sammenhang mellem et kubisk n-gitter
(X,X) og den fysiske virkelighed gitteret repreesenterer.

1. 0-topologi er det tilfelde hvor V er defineret pd O-cellerne i (X, X).

2. n-topologi er det tilfelde hvor V er defineret pd n-cellerne i (X, X).

I det tilfelde hvor O-topologien anvendes vil de ,,informationsbarende* celler (det vil
sige O-cellerne) have formen x;.; jevnfer udtrykket (5.1). Ved anvendelse af n-
topologien vil disse celler i stedet have formen xjl %. Man kan se at det er verdien
af j...j, der entydigt fastlegger cellen i begge tilfelde. Nér tvivl ikke er mulig vil
betegnelsen xj,.j, fremover blive benyttet om de celler som er definitionsmangde for
verdifunktionen hvorved en rekke udsagn forenkles da det ikke er ngdvendigt at skelne
mellem de to topologier.

5.3.6 Veerdimaengde af V. Vardifunktionen V kan have forskellige verdimeengder.
Hvis billedet er binert er verdimengden {0,1}, hvis billedet er et 8-bit gritone billede
er verdimengden {0,1,...,255} og hvis billedet er et 24-bit RGB-billede sd er ver-
dimengden tripler af 8-bit veerdier. Der er talrige andre muligheder, men oftest antages
det at verdimangden for V er R Derved bliver man i stand til, for eksempel, at
midle verdier og si videre. De diskrete eksempler beskrevet ovenfor kan sd betragtes
som tilnermelser til den kontinuerte virkelighed.

5.3.7 Koordinatfunktion. Det er ikke altid muligt at ,presse“ et kubisk 2-gitter ned
over ,virkeligheden“. De enkelte billedpunkter kan for eksempel vere 2mm X 3 mm

store og dermed forskellige fra de enhedskvadrater gitteret er opbygget af. En koordi-
natfunktion der knytter en sammenheng mellem n-gitteret (X, X') og R" introduceres.

5.3.8 Definition. En gyldig koordinatfunktion pd n-gitteret (X, X') er en funktion defi-
neret pd de samme celler som vardifunktionen V som har formen

c=(C,...,GC): ""(X) = R

hvor m er O eller n og hvor m-cellerne kort skrives som xj;, jevafgr bemarkningen
ovenfor om ,informationsberende“ celler. Hver C, skal opfylde at Cy(xj,. j..j,) er
konstant for fast j, og monotont voksende som funktion af j.

Ovenstaende definition er en meget generel definition af en koordinatfunktion. Ofte vil
en koordinatfunktion hgre til en mindre klasse givet ved fglgende. ..

5.3.9 Definition. En koordinatfunktion C = (Cy,...,C,) er reguler i den k’te koordinat
hvis der findes en konstant ¢, > 0 som opfylder

Cel®y,. 1. 5) — CelXiy. o) = Civ

Et todimensionalt billede som har billedpunkter med dimensionen 2 mm x 3 mm vil have
en koordinatfunktion der er reguler i begge koordinater med ¢; = 2 og ¢, = 3 hvor
koordinater maéles i enheder af mm.
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5.3.10 Identisk koordinatfunktion. I nogle tilfeelde er koordinatfunktionen uden betyd-
ning og da kaldes koordinatfunktionen for identiteten. Dette skal forstds saledes at
C(x;,.j,) = xj,.j, hvor x;_; i O-topologien opfattes som en vektor i X C R* og i
n-topologien opfattes som centret af n-cellen x;,_ ;. Det svarer til at alle billedpunkter
har dimensionen 1 x 1 x---x L

5.3.11 Digitalt billede. Det er nu muligt at opstille en fyldestggrende definition af et
digitalt billede.

5.3.12 Definition. (Digitalt billede.) Et digitalt n-billede er en tripel ((X,X),V, C).
Cellekomplekset (X, X) er det kubiske n-gitter hvorpa billedet er defineret, V er vardi-
funktionen og C er koordinatfunktionen.

Billedets dimension er dimensionen af det underliggende gitter. Gitterets underliggende
mangde X kaldes for billedets definitionsmengde.

5.3.13 Komplementaritet. De to forskellige slags topologier der er beskrevet her er 1
en vis forstand komplementaere, og de svarer til hvert sit paradigme. 1 O-topologi er
de celler der ,berer verdifunktionen punkter og man kan se en parallel til den ab-
straktion der ofte anvendes i klassisk mekanik hvor man studerer punktformige legemers
bevagelse. I modsetning til dette har man n-topologi som ,spreder” vardifunktionen
ud over de stgrste celler. Dette svarer meget godt til en maéleproces hvor man maler
middelvaerdien af en kontinuert funktion over et vist areal fordi man ikke kan ggre det
bedre. Dette optreder som del-rumfangs effekten i forbindelse med rgntgentomografi
som beskrevet i afsnit 3.2.8.

Ud fra denne diskussion skulle man méske tro at n-topologi er den mest ,korrekte™
made at betragte de fleste problemer fra virkelighedens verden, men de algoritmer der
beskrives i de naste kapitler anvender O-topologien uden at jeg dog dermed mener at
resultaterne er uanvendelige.

5.4 Foldning af billeder

En ofte anvendt operation inden for digital billedbehandling er en foldning af billedet
(kaldet convolution pé engelsk). Her vil den matematiske baggrund for den type opera-
tion ikke blive beskrevet, men forenklet kan en foldning af et digitalt billede beskrives
som en operation, der for hvert billedpunkt i billedet beregner en ny veardi i dette
billedpunkt ved at inddrage verdierne af billedpunkterne i en lille omegn omkring det
oprindelige billedpunkt. Verdierne af de omgivende billedpunkter kombinere ved en
linearkombination hvor koefficienterne er givet ved foldningens kerne. Med den her
bragte definition af et digitalt billede fas fglgende forskrift for hvorledes en foldning
udfgres.

5.4.1 Definition. (Foldning.) Lad P = ((X,X), v, c) veere et n-billede og lad [, ] =
{ay,.,, eR|li=—d;,...,d,,i=1,...,n} vere en n-dimensional kerne med dimension

(2dy + 1) x --- x (2d, + 1). Foldningen P' af P med kernen |a; ;| er pd ny et billede
som fds fra P ved at erstatte verdifunktionen V med verdifunktionen V' givet ved

d dn

VOGg) = D o D s, VXGih). Goth))-
l=—d, lh=—d,
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5.4.2 Bemeaerkning. Der kan optrede celler med ugyldige indeks i summen hvis j; +/ < O eller
Ji+1; > m;. Lgst sagt kan man sige at problemet er hvorledes man bedst udvider verdifunktionen
til celler uden for billedet. Der er traditionelt to méder at hindtere dette problem pa: Den ene lader
veerdifunktionen vere ,cyklisk“ sddan at forstd at et ugyldigt indeks j; + I; erstattes med indekset j; +
I; mod m;. I stedet kan man ,udvide“ vardifunktionen ved at erstatte et ugyldigt indeks j; +[; som er
negativt med 0 og ugyldigt indeks som er for stort med m; — 1.

Den form for billedbehandling der bliver anvendt her giver ikke nogen sarlig anledning til at anvende
den ,,cykliske“ metode sd her vil ,udvidelsen altid blive anvendt, selv om om denne metode i praksis
ofte er den langsommeste af de to.

5.4.3 Reprasentation af kerne. I to dimensioner kan kernen bekvemt opskrives som
en matrice. Til at reprasentere koefficienterne ay,;, benyttes systemet givet ved

Al —dy)(h+dy) Al —dy+1)(b+dy) -+ Ali+di)(b+d2)
Al —dy)(h+dr—1)  Al—di+1)(h+da—1) -+ Q(li+di)(lb+dr—1)
[alxlz] = s . . ;
A(ly—d, )(l,—dy) Al —di+1)(h—dy) -+ Alh+di)(l—d2)

Denne opskrivning svarer til hvordan man normalt ville organisere punkterne i et todi-
mensionalt gitter i et cartesisk koordinatsystem med szdvanlig orientering.

Tredimensionale kerner kan skrives som et st af matricer som beskrevet ovenfor
efter fglgende system

[a111213] = “alllz]d37 [alllzlds—l’ AR [alllz]—d3] :
hvor [ay,,];, skal forstds som den todimensionale matrice beskrevet ovenfor med ele-
mentet ay,, erstattet med ayp,,-
Lgst sagt kan man med denne representation foretage en mental visualisering af
kernen i et hgjrevendt cartesisk koordinatsystem med x-aksen pegende vandret til hgjre
og y-aksen pegende lodret opad.

5.5 Noter og litteratur

Digital topologi er beskrevet af blandt andet Bogomolny [1988], Kovalevsky [1989],
Herman [1990] og Malandain et al. [1991]. Fokus har ofte varet pd at beskrive
sammenhaeng i billeder for pd den made at lgse sammenhaengsparadokset.

Cellekomplekser optreeder i kombinatorisk og algebraisk topologi. Den sidste disci-
plin er pA mange mader en interessant matematisk disciplin fordi tilsyneladende helt
forskellige begreber forenes i en samlet teori med nogle smukke resultater. Ingredien-
serne er blandt andet geometri, topologi, algebra og kategorier.

Hvor malet i algebraisk topologi er at fjerne sig fra de geometriske objekter via
abstraktion er gnsket her at konstruere hédndgribelige geometriske objekter. Derfor an-
vendes fgrst og fremmest begrebsverdenen fra algebraisk topologi og i mindre grad de
matematiske resultater. Nar man studerer algebraisk topologi bliver man derfor hur-
tigt fgrt veek fra de emner dette speciale omhandler. For den interesserede kan jeg
dog anbefale [Hilton og Wylie 1960, Massey 1967, Dold 1972, Agoston 1976, Rour-
ke og Sanderson 1982, Fritsch og Piccinini 1990].

I de fglgende kapitler vil der nu og da blive anvendt begreber fra gruppeteori. Disse
begreber er beskrevet i nzsten enhver grundbog om dette emne. For eksempel kan jeg
anbefale [Yale 1968, Lyndon 1985].
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Kapitel 6

En todimensional tegl-algoritme

6.1 Indledning

6.2 Facetter

6.3 Flertydighed

6.4 Egenskaber ved tegl
6.5 Tegl og gruppeteori
6.6 Algoritmen

I dette kapitel beskrives en todimensional tegl-algoritme. De i litteraturen beskrevne
algoritmer, som for eksempel ,marching cubes® algoritmen, er ,tredimensionale®, men
et af resultaterne i dette speciale er at tegl-algoritmer kan generaliseres til et vilkérligt
antal dimensioner. Det er derfor pd sin plads at starte i to dimensioner, men man
skal ikke blive overrasket hvis man synes at den todimensional algoritme ikke er sarlig
nyttig — grunden til at den bringes her er at det derved bliver muligt at introducere
en rzkke begreber og metoder pd en forhébentlig forstdelig og intuitiv méde. Disse
kan senere generaliseres til hgjere dimensioner hvor anvendelsen af intuition kan vere
vanskelig.

6.1 Indledning

6.1.1 Billedet. Lad der vare givet et 2-billede P = ((X, X),V, C) som defineret
i 5.3.12, og antag at den benyttede topologi er O-topologien. For at forenkle sprog-
brugen vil betegnelsen hjgrner blive benyttet om O-cellerne i billedet. Tilsvarende vil
betegnelsen kanter blive anvendt om 1-cellerne i billedet.

6.1.2 Akvipotentialkurve. Man kan forestille sig verdifunktionen V som en maling
pd hjgrnerne i X af et kontinuert felt V: X — R defineret pd hele X. For en given
terskelvaerdi 7' defineres en @&kvipotentialkurve

E={xecX|V(x)=T}

som afhangig af T kan have nul eller flere komponenter. Strengt taget skal V opfylde
nogle szrlige krav for at E bliver en kurve i matematisk forstand, men dette er
uvasentligt for beskrivelsen af algoritmen. Formalet i dette kapitel er at opstille en
algoritme til at bestemme en kurve E opbygget af rette liniestykker som tilnzrmer E.
Denne kurve kaldes for en kontur.
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Figur 6.1: Et eksempel pd en zkvipotentialkurve givet ved terskelvaerdien 7. De mgrke omrader repra-
senterer de dele af feltet der er over terskelvardien. I hgjre side er kurven lukket ved at en del af
randen af billedet er tilfgjet.

6.1.3 Definition. (Hoje og lave hjerner) Alle hjgrner (O-celler) x € X kan deles i to
kategorier:

1. Hjgrnet x siges at vare hgjt hvis V(x) > T.

2. Hjgrnet x siges at vere lavt hvis V(x) < T.

6.1.4 Bemaerkning. Definitionen er asymmetrisk idet hjgrner x med V(x) = T er hgje, og man
kunne i stedet lade disse hjgrner vare lave. Den estimerede kontur E vil blive den samme uanset valg
af definition. Se i gvrigt bemarkning 6.2.7.

6.1.5 Opdeling i hoje og lave omrader. Sifremt kurven (kurverne) E er lukkede vil
den (de) dele X i to (flere) komponenter, og hver komponent vil enten indeholde kun
hgje eller kun lave hjgrner som illustreret pd figur 6.1.

Hvis en kurve ikke er lukket skyldes det at den starter og ender pd randen af X,
men derved kan man lukke kurven ved at tilfgje randen mellem kurvens to endepunkter
som en del af kurven, og argumentet ovenfor holder stadig. Konklusionen er at en
konturkurve E som adskiller de hgje hjgrner fra de lave hjgrner er en god tilnaermelse
til ekvipotentialkurven E.

6.1.6 Tegl er det begreb der har givet algoritmen sit navn. P& figur 6.2.A ses det at
man kan betragte hvert kvadrat for sig med henblik pd at bestemme konturen der lgber
igennem. Hele billedet bliver overdekket af fire kvadrater eller fegl. I tre dimensioner
er et tegl en kubus, deraf navnet ,marching cubes®.

Mere precist sa er et 2-tegl en 2-celle og dens rand pd fire 1- og fire O-celler.
Dette kan generaliseres til:

6.1.7 Definition. (Tegl.) For n > 1 og n-cellen x € X defineres n-teglet som det n-
dimensionale cellekompleks

T={yeX|y=x}

To n-tegl som har en fzlles (n — 1)-celle kaldes for nabo-tegl.
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A) Konsistent kontur der adskiller hgje og la- B) Inkonsistent kontur.
ve hjgrner.

Figur 6.2: Et billede hvor hgje hjgrner er angivet med mgrke skiver.

Bemerk at n-tegl (nabo-tegl sével som andre tegl) kan overlappe hinanden og at n-tegl
er opbygget af m-tegl med m < n. For enkelhedens skyld vil betegnelsen ,tegl” daekke
over 2-tegl i resten af dette kapitel nér intet andet er angivet, og som fgr nevnt vil
betegnelserne ,kanter og ,hjgrner” daekke over 1- og O-tegl.

Den her givne definition af tegl er ikke specifik for den todimensionale algoritme,
men kan anvendes i beskrivelsen af en n-dimensional algoritme. Dette er osse tilfeeldet
for den naste definition:

6.1.8 Definition. (Kritisk tegl.) Et tegl som indeholder bide hgje og laver hjgrner (0-
celler) siges at vare kritisk.
Et kritisk 2-tegl vil indeholde kritiske 1-tegl og disse kaldes for kritiske kanter.

6.2 Facetter

6.2.1 Lineaer approksimation til sekvipotentialkurve. Det er klart at konturen E ma
gd igennem netop de kritiske tegl, og den mé skere alle de kritiske kanter. I princippet
kan E ,sno sig frem og tilbage over den samme kritiske kant, men da man kun har
malinger af V i ,enderne af den kritisk kant er det ikke muligt at afggre om dette
er tilfeldet. Konturen E konstrueres derfor saledes at den skarer hver kritisk kant
netop én gang, og disse skeringspunkter forbindes med rette linier. Disse byggesten,
skeringspunkter og liniestykker mellem skaringspunkter, kaldes for facetter.

6.2.2 Definition. (0-Facet.) Skaringen mellem konturen E og de kritiske kanter kaldes
for E’s O-facetter eller skaringspunkter. Hvert kritisk 1-tegl 7 indeholder netop én
O-facet

) ={v}
hvor v er et punkt i 7. En O-facet er et cellekompleks med dimension nul. Hvis T

ikke er kritisk sattes (1) = 0.

6.2.3 Estimation af skeeringspunkt. Hvis man antager at feltet V varierer linert fra
det lave til det hgje hjgrne i en kritisk kant kan man estimere skeeringspunktets place-
ring v ved

. T — V(X])
v = mx—l)(cm) — C(x)) + C(x) (6.1)

hvor x; og x, er de to hjgrner (se figur 6.3).
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Figur 6.3: Linear interpolation af skaringspunkt. Bemark at abscissen i realiteten er planet R?.

6.2.4 Bemaerkning. Man kan osse foresld andre estimater, eventuelt baseret pd hgjere ordens ap-
proksimationer, men man mé krave at de er af en form

v =a(x,x,T) (Clxn)—Cx)) + Clx)
hvor a opfylder
1. 0< a(x,x,T) <1 nar min(V(x),V(x)) < T <max(V(x), V(x)),
2. axy,x,V(x)) =0 og
3. a(x1,x,V(x)) =1.

6.2.5 Definition. (1-Facet.) To O-facetter v, og v, i et kritisk 2-tegl T forbindes med et
liniestykke si en 1-facet dannes. Facetten er et éndimensionalt cellekompleks bestdende
af én 1-celle og to O-celler, facetten er orienteret og representeres ved parret (vy,15).
Meangden af 1-facetter i T betegnes med

fiin)={wmnli=1...,m}

hvor m er antallet af 1-facetter og I/j er O-facetterne i hver af 1-facetterne. Néar T ikke
er kritisk sattes (1) = .

I dette kapitel vil betegnelsen facetter fremover dekke over 1-facetter nar intet andet
er angivet, og O-facetter kaldes da for skaringspunkter.

6.2.6 Orientering af facetter. Det forudsattes at en facet (v,1,) er orienteret siledes
at ndr man ,,gir" fra v; til v, langs facetten sd vil det hgje omrdde vare pa venstre
hind. Det betyder at hvis der dannes en lukket kontur i et billede sd vil det hgje
omrdde som konturen omslutter ligge pd venstre hénd ndr man bevager sig i positiv
retning langs facetterne i konturen.

6.2.7 Bemaerkning. En facet kan vere udartet siledes at v; = v,. Dette forekommer nar et hjgrne x
har verdien V(x) = T og i dette tilfzlde gelder der v; = v, = x. Det er egentlig definition af hgje
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og lave hjgrner der er skyld i at facetter kan udarte sig — var hgje hjgrner defineret som hjgrner der
opfyldte V(x) > T i stedet for V(x) > T ville fenomenet ikke optrede, men hjgrner som hverken er
hgje eller lave kunne s& forekomme.

I en konkret implementering af en tegl-algoritme er det forholdsvis enkelt at lokalisere udartede
facetter og fjerne dem fra uddata som antydet i bemarkning 7.8.4.

6.2.8 Algoritmen kan nu skitseres i grove trek: Billedet afsgges for kritiske tegl.
Hvert kritisk tegl behandles for sig med henblik pa at fastlegge facetten (eller facetterne)
som lgber gennem teglet. Facetterne sammensettes til den endelige kontur E, men dette
kan kun lade sig ggre safremt to facetter der udgar fra samme kritiske kant udgér fra
samme skaringspunkt. Sagt pd en anden méde si kreves der. ..

6.2.9 Konsistens. To kritiske nabo-tegl som deler en kritisk kant skal fastlegge det
samme skaringspunkt i kanten. Denne egenskab kaldes for konsistent fastleggelse af

skeeringspunkter.
Figur 6.2.B viser et eksempel pa nogle facetter der ikke er konsistente. En vigtig

konsekvens af konsistens er at man er i stand til at behandle hvert tegl for sig uaf-
hengigt af de gvrige, og bagefter sammensatte resultaterne fra hvert kritisk tegl til et
konsistent hele.

Definitionen af konsistens kan generaliseres til n dimensioner. Forelgbig er her kun
redegjort for definition for n =2, men her kommer alligevel den generelle definition.

6.2.10 Definition. (Konsistens.) To kritiske n-nabo-tegl som deler et kritisk (n — 1)-
tegl 7 skal fastlegge samme (n — 2)-facet i 7. Dette kaldes for konsistens mellem

nabo-tegl.

I to dimensioner kan dette omskrives til at to nabo-tegl 7, og 7, som deler en kritisk
kant e skal opfylde

f(e) =f(e) (6.2)

hvor f? er f° anvendt i 7;’s kontekst. Dette er opfyldt nér udtrykket (6.1) anvendes da
f%(e) er den samme uanset om e regnes som hgrende til 7 eller 7,.

6.3 Flertydighed

Definitionen af facetter angiver ikke altid hvilke sk@ringspunkter der skal forbindes —
der opstar et problem hvis der i et kritisk tegl er mere end to skaringspunkter —
hvilke skaringspunkter skal da forbindes med rette linier? For at finde svaret skal man
se pa mulige. ..

6.3.1 Konfigurationer af kritiske tegl. Et kritisk tegl kan have ét, to eller tre hgje
hjgrner som vist pa figur 6.4. Normalt vil dette betyde at der er to kritiske kanter
og dermed to skeringspunkter i teglet, men i det tilfelde hvor der er to hgje hjgrner
placeret diagonalt overfor hinanden vil der vare fire skaringspunkter som vist pa fi-
gur 6.4.B. Nar der er to skaringspunkter forbindes de med en ret linie som er facetten,
men dette kan ikke umiddelbart ggres ndr der er fire skeringspunkter. I dette tilfeelde
er der to muligheder som vist pa figuren. Dette fgrer til flertydighed i den forstand at
man mellem flere alternativer ma valge netop ét.
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Aplipy 4 N

A) Entydige tegl. B) Flertydigt tegl.

Figur 6.4: Konfigurationer af kritiske tegl.

Figur 6.5: Det i teksten beskrevne hgjdekort der tjener til at eksemplificere flertydighed.

6.3.2 To alternativer. Man kan forbinde de fire skeringspunkt pad to méder og det vil
i begge tilfelde fore til at teglet deles i tre omrdder. P4 den ene méde vil de to hgje
hjgrner veere i hvert sit omrade, og pad den anden made vil de to lave hjgrner vere i
hvert sit omrdde. Man kan benytte fplgende betegnelser om de to alternativer:

1. Nir de hgje hjgrner skilles ad af et sammenh@ngende omridde hvori de to lave
hjgrner befinder sig benyttes det lavt sammenhcengende alternativ.

2. I det modsatte tilfelde benyttes det hgjt sammenhengende alternativ.

Man ma valge et af de to alternativer, men hvilken betydning har dette valg?

6.3.3 Eksempel. For at illustrere betydningen af valget kan man som felt tage et
hgjdekort over et landskab med to lige hgje bakker forbundet af en ds med et pas
(saddelpunkt). Pa kortet kan man indlegge hgjdekurver for forskellige hgjder eller
terskelveerdier, og det er opfgrslen af disse der skal undersgges.

Hvis man valger en hgjde stgrre end hgjden af de to bakketoppe vil der ingen
hgjdekurver vere pd kortet. Hvis hgjden er en hgjde mellem hgjden af passet og
hgjden af bakketoppene sd er der to kurver der markerer de to bakker. Er hgjden
under pashgjden vil de to adskilte kurver smelte sammen til én (ottetalsformet) kurve.
De to forskellig typer hgjdekurver er vist pa figur 6.5.

Nu digitaliseres hgjdekortet pd en sddan made at der er et tegl med centrum i
passet og med en diagonal der Igber langs asen som vist pa figuren. Nar hgjden for
hgjdekurven er lige omkring pashgjden vil dette tegl vere kritisk idet de to hjgrner
der ligger i asen vil vere over hgjden, mens de to hjgrner der ligger uden for &sen
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vil vaere under hgjden. Der er fire skeringspunkter i teglet og hvis det lavt sammen-
hzngende alternativ velges vil den konstruerede kontur svare til det tilfelde hvor der
er to hgjdekurver. Hvis derimod det hgjt sammenh@ngende alternativ valges fas én
(ottetalsformet) kontur.

6.3.4 Globale egenskaber. Valget af alternativ bestemmer nogle globale egenskaber
ved konturen, nemlig hvor mange sammenhangende komponenter den har. Alligevel
er algoritmen lokal i sin natur (hvilket osse ggr den effektiv) og derfor er det mest
hensigtsmeessigt at foretage et valg ud fra lokale informationer.

6.3.5 Metoder til afgorelse af flertydighed. Her er nogle forslag til hvordan flertydig-
hed kan afggres:

1. Man kan benytte enten det lavt eller det hgjt sammenhangende alternativ i alle
flertydige tilfelde. Denne metode kan man kalde for den konsekvente metode. Af-
hengigt af hvilket alternativ der anvendes kaldes metoden for den konsekvent lavt
sammenheengende metode eller for den konsekvent hgjt sammenhengende metode.

2. Man kan interpolere en feltverdi i centret af teglet. Dette svarer til at forsgge at
beregne pashgjden i eksempel 6.3.3. Hvis centerverdien er under terskelverdien
benyttes det lavt sammenh@ngende alternativ og ellers benyttes det hgjt sammen-
hazngende. Den enkleste form for interpolation fis ved at beregne et gennemsnit
af de fire feltverdier i teglet, men man kan osse benytte hgjere ordens metoder.
Denne metode kan man kalde for estimationsmetoden.

3. Endelig kan valget af alternativ vere ,tilfeldigt®, det vil sige usystematisk. Denne
mangel pd system kan i det tredimensionale tilfelde give problemer som demon-
streret i afsnit 7.2.7.

6.3.6 Den konsekvente metode er enkel, men kan samtidig synes utilfredsstillende.
Endvidere virker valget af lavt eller hgjt sammenhengende alternativ noget tilfeldigt
(og er det osse) da der er symmetri mellem de to alternativer. Det der ggr denne
Ipsning tiltrekkende er at der i hgjere dimensioner er tilsvarende flertydigheder (antallet
er n — 1 nar dimensionen er n, se afsnit 7.3.4), og her er der ikke lengere symmetri.
Her er det naturligt konsekvent at valge det alternativ som man forventer er det mest
sandsynlige.

6.3.7 Estimationsmetoden. I stedet kan man benytte estimationsmetoden, men i hgjere
dimensioner kan det vere meget omstendeligt at foretage et valg ud fra en beregnet
centervaerdi. Endvidere er antallet af flertydige tegl normalt ganske lavt.

6.3.8 Mangel pa viden. Endelig skal man osse bemarke at det er overmod at sige
at man har Igst flertydighedsproblemet. Problemet er underbestemt og man kan i
almindelighed kun benytte ,gat* til at afggre flertydighed. Disse kan dog vere mere
eller mindre kvalificerede.

6.4 Egenskaber ved tegl

Nu studeres tegl og deres symmetrier. Dette kan senere anvendes til at opstille en
effektiv algoritme til fastleggelse af facetter i kritiske tegl.
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A) Sterk akvivalens. B) Svag ekvivalens.

Figur 6.6: Eksempler pa ekvivalente tegl.
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Figur 6.7: Reprasentation af O-celler og I-celler i tegl.

6.4.1 ,Ens“ tegl. Forskellige tegl kan have visse trek til felles. For eksempel kan
to tegl have de samme hgje hjgrner selv om vardifunktionen péd teglets hjgrner er
forskellig. Det betyder at facetterne i de to tegl kan ,minde” om hinanden selv om
skeaeringspunkterne har forskellig placering (se figur 6.6.A).

6.4.2 Staerk akvivalens. Dette formaliseres ved at definere en @kvivalensrelation pa
tegl. Det blive ngdvendigt at definere endnu en akvivalensrelation pa tegl, og derfor
vil denne form for @kvivalens blive betegnet med sterk wkvivalens da denne &kviva-
lensrelation har de mindste ®kvivalensklasser.

Der vil straks blive bragt en mere pracis definition af sterk @kvivalens, men fgrst
introduceres den anden &kvivalensrelation der ikke overraskende kommer til at hedde. ..

6.4.3 Svag akvivalens. Der findes tegl som ikke er sterkt akvivalente, men som
efter rotation af det ene tegl bliver ,ens“ (det vil sige sterkt @kvivalente) som vist
pd figur 6.6.B. Denne form for @kvivalens vil kaldes for svag ekvivalens da den er
»svagere“ end sterk ekvivalens — antallet af tegl der er svagt @kvivalent med et givet
tegl er stgrre end (eller lig med) antallet af tegl der er sterkt ®kvivalent med teglet.

6.4.4 Anvendelse af akvivalens. De netop beskrevne akvivalensrelationer er naturlig-
vis nyttige i analysen og konstruktionen af en tegl-algoritme. Dette krever naturligvis
definitionerne formaliseres sa de kan handteres matematisk, lissom der mé opstilles en
representation af tegl og facetter sd de kan manipuleres med en computer.

6.4.5 Repraesentation af tegl. Et tegl 7 er karakteriseret ved de fire O-celler indeholdt
i teglet hvorpd veardifunktionen V er defineret. Disse hjgrner nummereres fra O til 3.
Hvis teglet tenkes indlagt i et cartesisk koordinatsystem med nederste venstre hjgrne i
origo og sidelengde 1, som vist pd figur 6.7, s nummereres hjgrnerne i reekkefglgen
(0,0), (1,0), (0,1) og (1,1). Hjgrnets nummer kan repraesenteres i det binzre talsystem,
og i sd fald bliver hjgrne i skrevet som YX hvor (X,Y) er de cartesiske koordinater af
hjgrnet. Bemerk at raekkefglgen af de binere cifre ikke er umiddelbart intuitiv, men
ikke desto mindre den korrekte.
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6.4.6 Definition. En O-celle x i teglet T har nummeret n(x) = YX tildelt som beskrevet
ovenfor.

6.4.7 Definition. (Hoje hjerner.) For teglet 7 defineres de hgje hjgrner som mangden
h(r)={xe7||x|=0,V(x) >T}
6.4.8 Definition. (Signatur.) Teglets signatur defineres som

s(T) = Z n(x) (6.3)

X€Eh(T)

Signaturen s kan fas ved at opskrive et binert tal der har cifret 1 pd plads i hvis
hjgrne i i teglet er hgjt (ellers cifret 0). Da der er fire hjgrner i et tegl og da hvert
hjgrne kan vare enten hgjt eller lavt fds 2* = 16 mulige signaturer og der gzlder
0 < s < 15. Endvidere haves fglgende. ..

6.4.9 Seetning. Lad 7, og 7 veare to tegl. Fglgende udsagn galder da

h(my) = h(m) netop hvis  s(m) = s(7).

6.5 Tegl og gruppeteori

Den uformelle beskrivelse af ekvivalens mellem tegl vil nu blive formaliseret. Den
matematiske disciplin der benyttes er gruppeteori og dens sammenhang med symmetrier.

6.5.1 Definition. (Steerk eekvivalens.) To tegl 7, og 7, siges at vare sterkt &kvivalente
hvis de har samme mangde af hgje hjgrner. Det vil sige

T ~s T2 HCtOp hvis h(’i’l) S h(Tz).

Ifplge saetning 6.4.9 har to sterkt @kvivalente tegl samme signatur og der er derfor
seksten forskellige sterke akvivalensklasser.

6.5.2 Definition. Mangden af stezrke @kvivalensklasser betegnes S. Der gealder at
|S| = 16, og hvert af elementerne o € S er identificeret ved sin signatur s(c) = s(7)
hvor T er en representant for o.

Bemerk at det giver mening at definere signaturen s(c) af en @kvivalensklasse o € §
da alle teglene 7 € o har samme signatur.

Nér forvirring ikke er mulig vil elementet ¢ € S med signaturen s(o) = a blive
betegnet med tallet a. For eksempel vil ®kvivalensklassen som teglet i figur 6.6.A
representerer blive betegnet med 1+ 4 + 8 = 13. Med denne notation kan man skrive

s={0,1,...,15}.

Elementerne i S kaldes for fegl selv om det egentlig er @kvivalensklasser af tegl. Kun
nar det er ngdvendigt at precisere at elementet er en samling af flere tegl vil benyttes
den ,korrekte” betegnelse wkvivalensklasse.
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6.5.3 Symmetrier af tegl. Mengden S har en struktur som fastlegges dels af sam-
menhzngen mellem O-cellerne, dels af O-cellernes lav/hgj status. Man kan permutere
O-cellerne séledes at denne struktur bibeholdes og det svarer netop til en ,rotation“ af
teglet. Det er centralt at facetten i et kritisk tegl ikke forandres under denne operation
(bortset fra at den ,roterer med teglet), men dette er osse opfyldt (dette er for eksem-
pel illustreret pa figur 6.6.B). Symmetrigruppen som beskriver denne symmetrioperation
er den cykliske gruppe af orden fire. Lad p vare den operation der roterer teglet en
kvart omgang mod uret. Dette element kan vare frembringer for gruppen der s& kan
skrives pa formen

G={1,p0"0}.
6.5.4 Gruppevirkning. Elementerne i gruppen virker pa teglene gennem den netop
beskrevne ,rotation® eller afbildning G x S — S, og virkningen af elementet g € G pé
teglet 7 € S skrives som g(7).
6.5.5 Svag aekvivalens blev oprindelig beskrevet som en zkvivalensrelation pa mang-
den af tegl, men det er mere bekvemt at definere den som en relation pa S. Dette er
helt acceptabelt da to sterkt @kvivalente tegl altid er svagt ®kvivalente. Nu kan den
beskrevne symmetrigruppe anvendes ved en formel definition af svag @kvivalens.
6.5.6 Definition. (Svag =kvivalens.) Givet 7,7, € S defineres svag e&kvivalens ~,,
som

T] ~yw T2 netop hvis dge G:g(n) =n.

Mzangden af svage akvivalensklasser betegnes med W.
Det neste emne bliver hvordan man bestemmer mangden W.

6.5.7 Baner og banerum. Givet et tegl 7 € S sd er banen af T under G’s virkning

G(r)={g(r) g€ G}
Det er klart at banen G(7) er den svage ®kvivalensklasse for 7. Mangden af svage

ekvivalensklasser er dermed den samme som mangden af baner, osse kaldet banerum-
met, der skrives som

wW=S/G
og udtales ,,S modulo G*.

6.5.8 Antallet af svage ackvivalensklasser er det samme som antallet af baner |S/G|
kan nu bestemmes ved anvendelse af Polya-Burnsides formel der i denne sammenh&ng
antager formen

1

|S/Gl =
|Gl

> I8¢ (6.4)

geG

hvor ¢ ={7€ S| g(r) =7} er fikspunkterne i S for g.

I tabel 6.8 er der for hvert g € G beregnet maengden S¢ og tallet |S¢|. Dette
inds®ttes i (6.4) og man far
LS
|G|

; 16+2+4+2
S5t = 6

geG

/Gl =
som er antallet af svage ®kvivalensklasser.
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g S |54
1]{0,1,...,15} | 16
P {0,15} 2
2| {0,6,9,15} | 4
P (0,15} 5

Tabel 6.8: Stgrrelser som indgar i beregningen af antallet af svage og akvivalensklasser ved Polya-
Burnsides formel.

6.5.9 Bestemmelse af baner foregir ved at man bestemmer en repra@sentant fra hver
bane. En siddan mengde kaldes osse for en transversal *. Fglgende observationer kan
hjelpe til at bestemme en transversal:

1. Alle tegl i en given bane ma have det samme antal hgje hjgrner. Da der kan
vere fra nul til fire hgje hjgrner kan man analysere de fem tilfelde hver for sig.

2. Nar tilfeldet med m hgje hjgrner betragtes sd er der K4, mulige fordelinger af
hgje hjgrner i teglet hvor K, , = n!/(q! (n— q)!).
En anden nyttig stgrrelse er. ..

6.5.10 Banelaengden, det vil sige stgrrelsen af hver af de svage @®kvivalensklasser.
Denne fds fra en gruppeteoretisk s@tning: Givet teglet 7 galder der

|G|
|G(7)| = e (6.5)

hvor ,G={geG|g(r)=71} er..

6.5.11 Isotropigruppen for 7. Isotropigruppen kaldes osse somme tider for stabilisa-
toren for 7 og denne mangde indeholder de gruppeelementer som har 7 som fikspunkt.
Isotropigruppen er en undergruppe i G, og G har foruden de to trivielle undergrupper
{1} og G kun {1, p*} som undergruppe.

Hvis 7 ingen symmetri har sd er isotropigruppen .G = {1}, og banelengden bli-
ver |G|/|.G| = 4/1 = 4. Hvis 7 er fuldstendig symmetrisk (det vil sige hvis alle
g € G har 7 som fikspunkt) sd er isotropigruppen .G = G, og banelengden bliver
|G|/|-G| = 4/4 = 1. Endelig kan isotropigruppen vere ,G = {1,p*}. Gruppeelemen-
tet p*> svarer til en rotation en halv omgang, men svarer osse til en spejling i teglets
centrum. Derfor vil tegl der har spejlsymmetri (men ikke fuldstendig symmetri) som
isotropigruppe have .G = {1, p*}, og banelengden bliver |G|/|.G| =4/2 = 2.

6.5.12 Konstruktion af transversal. I tabel 6.9 er det demonstreret hvordan en trans-
versal kan bestemmes. Det vides pa forhdnd at der er seks elementer i transversalen. I
tabellens fgrste kolonne er angivet antallet af hgje hjgrner |h|, og i den anden kolonne
er antallet af tegl med det antal hgje hjgrner beregnet. Beregningen foregar derefter
ved at der for hver rekke i tabellen valges et tegl 7 med det gnskede antal hgje
hjgrner |h(7)|. Symmetrien af 7 eller @kvivalent isotropigruppen .G bestemmes, og

71



Al | Kagu | 7 | -G | |G(7)]
0 1 0 G 1
1|4 1] {1y | 4
2 6 | 3] {1} | 4

6 | {1,0%} 2
3| 4 |7 {1y | 4
4 1 15 G 1

Tabel 6.9: Bestemmelse af de svage @kvivalensklasser.

0000

Figur 6.10: Grafisk beskrivelse af de seks reprasentanter for de svage xkvivalensklasser. Tallet der stir
under hvert af teglene er teglets signatur.

udtrykket (6.5) benyttes til at bestemme lengden af banen |G(7)|. De tegl som er
angivet i tabellen er osse vist grafisk i figur 6.10 hvor deres symmetri hurtigt kan ses.

Hvis banelengden, som er angivet i femte kolonne, svarer til tallet som star 1 anden
kolonne, sd er der kun én bane med netop det antal hgje hjgrner som er angivet i
fgrste kolonne. I det tilfelde hvor der er flere baner med samme antal hgje hjgrner
ma der gettes pd endnu et tegl 7 for hvilket banelengden beregnes indtil summen
af banelengderne i femte kolonne svarer til antallet af tegl med det givne antal hgje
hjgrner.

Dette er tilfeldet nar antallet af hgje hjgrner er to. Fgrst velges teglet 7 = 3, men
banelengden for dette tegl er kun |G(3)| =4, og da der skal veare i alt Ky, = 6 tegl
ma der findes endnu et tegl med to hgje hjgrner som ikke ligger i banen G(3). Sadan
et tegl er 7 = 6, og da dette tegl er spejlsymmetrisk bliver banelengden |G(6)| = 2.
Alle banerne er dermed fundet for tegl med to hgje hjgrner idet |G(3)|+ |G(6)| = K.

Den ¢nskede transversal ~ er nu teglene som optreder i den tredie kolonne i ta-
bel 6.9, det vil sige

'=1{0,1,3,6,7, 15}.

For fuldstendighedens skyld kan man nu sige at hvis den svage akvivalensklasse af
T € § skrives som [7], sd haves

W= {lrlw | 7 € "} = {[0%w, [1}w, 3w, [6]w, [7]w, [15],}-

6.6 Algoritmen

Nu kan den gnskede algoritme opstilles. Den vil blive beskrevet ,,oppefra og ned“ ved
gentagen forfinelse.
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6.6.1 Algoritme. (Todimensional tegl-algoritme.) Inddata til algoritmen er 2-billedet
P= ((X, XY, V, C) og terskelverdien 7. Uddata er mangden af facetter F. Meangden
af 2-tegl i et billede P betegnes med tegl,(P).

1 Fi=0
2 For hver 7 € tegl,(P) ggr
3 For hver (vy,1) € f'(7) ggr
4 F:=FU{(n,n)}
Denne beskrivelse af algoritmen er nasten triviel — det virkelige problem ligger i at

beregne f!(7) som anvendes i linie 3. Dette ggres ved introduktionen af en...

6.6.2 Symbolsk facet. Dette er en ,facet“ hvor skaringspunkternes endelige placering
i de kritiske kanter ikke er fastlagt. I stedet holdes der blot rede pd hvilke kanter i
teglet facetten lgber imellem.

Man kan symbolsk representere en kant i teglet ved at benytte et tocifret tal 1 et
serligt tretalssystem. Ud over cifrene 0 og 1 optreder osse cifret e som dog kun ma
optreede pa netop én plads i tallet. Tallet YX = Oe skal forstds sdledes at y-veerdien for
kanten er 0 mens x-verdien kan ,lgbe frit det vil sige ligge i intervallet |0;1[. De
fire kanter 0, Oe, le og el er vist pd figur 6.7. Et skaringspunkt er placeret i en
kant og kan derfor representeres pd samme méde.

Mzngden af symbolske facetter for et givet tegl bliver da (ordnede) par af ske-
ringspunkter repraesenteret som beskrevet. For eksempel bliver mengden af symbolske
facetter for teglet vist til venstre pd figur 6.4.B

{(0e,e1),(1e,00)}.

Nér en kant er representeret som beskrevet fis de to hjgrner (O-celler i teglet) som er
O-skelettet af kanten ved funktionerne

qo(YX) = YX|e=o,  q1(¥X) = YX|o=y (6.6)

hvor cifret e erstattes af henholdsvis 0 og 1.

6.6.3 Algoritme. (Beregning af facet.) Inddata til funktionen er et tegl 7 og uddata
er mengden af facetter F i teglet. Oplysninger om billedet (det vil sige koordinater og
vaerdier) samt terskelverdien indgdr implicit. Der anvendes en funktion p'(7), defineret
nedenfor, som giver mangden af 1-facetter for 7 pd symbolsk form. Funktionen I til
beregning af skaringspunkternes placering er ligeledes beskrevet nedenfor.

1 Funktion f!(7)

2 F:=0

3 For hver (i1,iy) € p!(s(7)) ggr
4 vy = I(T, ll)

5 Uy = I(T, l:)_)

6 F:=FU{(v,n)}

7 Returner F
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Den eksakte placering af det symbolske skeringspunkt i i teglet 7 fastlegges af funk-
tionen I(7,i) der er afledt af udtrykket (6.1) og har formen

T — V(7,q0(i))
V(T7 ql(i)) - V(T7 qO(i))
Funktionen V(7,v) hvor 7 er et tegl og v er et hjgrne i teglet er verdifunktionen V

beregnet i det hjgrne. P4 tilsvarende made skal C(r,v) forstés.
Der mangler en beskrivelse af funktionen p'.

)=

(C(r,q1(3) = C(7, 90(0))) + C(7,40(i).  (6.7)

6.6.4 Beregning af symbolsk facet. Sterkt @kvivalente tegl har (som regel) samme
symbolske facet. I det flertydige tilfeelde kan facetten dog vere forskellige for for-
skellige tegl i samme @kvivalensklasse. Det kraeves nu at alle tegl i samme sterke
@®kvivalensklasse har samme symbolske facet. Nér 7, og 7, er tegl sd er dette @kviva-
lent med

pi(n) =p'(n) netop hvis s(1) = s(72). (6.8)

Kravet er at flertydighed afggres ved at benytte det samme sammenh@ngende alternativ 1
alle tegl med samme signatur, og det er derfor ikke muligt at benytte estimationsmetoden
til afggrelse af flertydighed. Senere i afsnit 6.6.12 vil det blive demonstreret hvordan
denne metode alligevel kan introduceres i algoritmen.

Man skal bemarke at kravet (6.8) ikke automatisk sikrer at den konsekvente metode
anvendes idet de to flertydige sterke @kvivalensklasser, 6 og 9, godt kan benytte hver
sit sammenhangende alternativ.

6.6.5 Anvendelse af opslagstabel. Med kravet (6.8) kan signaturen nu anvendes til
bestemmelse af den symbolske facet, for eksempel ved konstruktion af en opslagstabel L
indekseret ved signatur som fglger

pU(r) = L. (6.9)

Dette giver en sardeles effektiv algoritme da opslagstabellen L kan beregnes pa forhind.

6.6.6 Anvendelse af svag aekvivalens. Man kan konstruere opslagstabellen ved at gen-
nemga alle seksten sterke @kvivalensklasser og konstruere en symbolsk facet for hver
af disse. I stedet kan man udnytte teglets symmetrier og ngjes med at konstruere en
facet for hver af de svage @kvivalensklasser. Dette har den bivirkning at alle svagt
ekvivalente tegl far ,ens“ facetter. Her skal ,ens“ forstds sdledes at hvis 7, = g(7) sa
er p'(m) = p'(g(m1)) hvor g € G. Det betyder osse at de to flertydige tegl (som er i
samme svage ®kvivalensklasse) kommer til at fi facetter med det samme sammenheeng-
ende alternativ, og derved bliver flertydighed afgjort ved anvendelse af den konsekvente
metode.

6.6.7 Konstruktion af symbolsk facet. Nu velges det lavt sammenh@ngende alternativ.
For hver representant for de svage @kvivalensklasser (se figur 6.10) konstrueres en facet.
Disse er vist grafisk pd figur 6.11 og skrevet op symbolsk i tabel 6.12. Dette benyttes
sd til at konstruere en opslagstabel med fglgende. ..

6.6.8 Algoritme. (Konstruktion af opslagstabel.) Inddata er en transversal = hvor p!
er defineret for hvert element samt symmetrigruppen G. Uddata er opslagstabellen L
med et opslag for hver signatur.
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>
0 1 3 6 7 15
Figur 6.11: Facetter for representanter for de svage @kvivalensklasser. Tallet der stdr under hvert af tegle-

ne er teglets signatur. I dette tilfzlde er flertydighed afgjort ved anvendelse af det lavt sammenhangende
alternativ (teglet med signatur 6).

T p(7)

0 0

1 {(00,00)}

3 {(e1,00)}

6 | {(e1,00), (0, 1e)}
7 {(el,10)}

15 0

Tabel 6.12: Symbolske facetter for representanter for de svage @kvivalensklasser. I dette tilfelde er
flertydighed afgjort ved anvendelse af det lavt sammenha@ngende alternativ.

/| For hver 7 €  ggr
2 For hver g€ G ggr

3 Lyg(ry) = g(p'(1))
Bemerk at der ofte findes forskellige g1,82 € G sd g1(7) = g2(7) og dermed vil den
samme position i L blive tildelt en verdi flere gange. Vardien er dog altid den samme.

6.6.9 Gruppevirkning pa tegl. I forbindelse med beregningen af signaturen s(g(7)) i
algoritmen ovenfor er det ngdvendigt at kende h(g(7)) da signaturen er en sum over
hgje hjgrner, og det er derfor ngdvendigt at beskrive hvad der sker med et hjgrne i
teglet under G’s virkning. Dette hjgrne er representeret ved det binzre tal YX = n(x)
som beskrevet i afsnit 6.4.5, og p’s virkning pa dette hjgrne bliver

p(YX) = XY (6.10)
hvor 0 =1 og 1 =0. Man kan lade p virke pd de enkelte hjgrner i h(7) og fér

h(p(r)) ={p(x) | x € h(7) }.

For et vilkarligt g € G findes der et m € {0,...,3} sdledes at g = p™. Gruppevirkningen
af g fds derfor ved m gentagelser af p’s virkning.

6.6.10 Gruppevirkning pa symbolske facetter. Hvis operationen - udvides til elemen-
tet o sdledes at e = e, sd er gruppevirkningen pd et skeeringspunkt representeret ved
det ternzre tal YX tillige givet ved udtrykket (6.10). Ved at lade p virke pd hvert

af skaringspunkterne i mangden af symbolske facetter fas virkningen pd en symbolsk
facet

p(p' (1)) = { (p(11), p(12))| (v1,12) € p'(7) }

hvilket er en stgrrelse der skal beregnes i algoritmen ovenfor.
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T Ly(r)

0 0

1 {(00,00)}

2 {(e1,00)}

3 {(e1,00)}

4 {(e0,10)}

5 {(Oe, 1e)}

6 | {(o1,00),(e0,10)}
7 {(e1,10)}

8 {(le,el)}

9 | {(le,e1),(0e,0)}
10 {(1e,00)}

11 {(1e,0)}

12 {(00,01)}

13 {(Oe,e1)}

14 {(0,00)}

15 0

Tabel 6.13: Den endelige opslagstabel.

6.6.11 Den endelige opslagstabel kan nu beregnes. Den er vist i tabel 6.13. I stedet
for det lavt sammenhangende alternativ kunne man have anvendt det hgjt sammenheang-
ende alternativ og tabellen ville da have et andet indhold pa plads 6 og 9 som svarer
til de to flertydige facetter.

6.6.12 Estimationsmetoden kan i stedet anvendes. Dette krever en modifikation i
beregningen af p'(7) der fgr blev beregnet ved et tabelopslag (6.9).

6.6.13 Algoritme. Der anvendes et predikat flertydig(7) som er sandt hvis teglet 7 er
flertydigt. Derudover haves to tabeller L, og L; som giver den symbolske facet for
teglet 7 i det lavt henholdsvis det hgjt sammeh@ngende alternativ. Hvis 7 ikke er
flertydigt er Ly,) = LY,y = L.

Hvilket alternativ der anvendes afggres ved at estimere en vardi i centret af teglet.
Hvis denne vardi er hgj benyttes det hgjt sammenh@ngende alternativ og ellers benyttes
det lavt sammenhangende alternativ. Estimatet beregnes her ved midling af vardien af
de fire hjgrner i teglet, men hgjere ordens metoder der inddrager verdien af hjgrner

uden for teglet kan osse anvendes.
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Funktion p!(7)

1
2 Hvis flertydig(7) s&
3 V=1 Yo V(%)
4 Hvis v> T sa
5 Returner Lé(T)
6 Ellers

h
7 Returner L -
8 Ellers
9 Returner Ly

I praksis kan predikatet flertydig(7) og tabellerne L, og L, implementeres ved at
tabellen L pa de flertydige positioner 6 og 9 indeholder et serligt marke der viser at
positionen er flertydig og samtidig angiver verdien af L, og L.
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Kapitel 7

En tredimensional tegl-algoritme

7.1 Indledning

7.2 Facetter

7.3 Flertydighed

7.4 Tegl og gruppeteori

7.5 Algoritmen

7.6 Anvendelse af den todimensionale algoritme
7.7 Repraesentation af facetter

7.8 Implementering i praksis

7.9 En konkret implementering

I dette kapitel vil den todimensionale tegl-algoritme blive generaliseret til tre dimensio-
ner. Dette giver en algoritme som minder om ,marching cubes* algoritmen beskrevet
af Lorensen og Cline [1987] og Cline et al. [1988]. I afsnit 7.6 beskrives en variant
af algoritmen der minder om algoritmen beskrevet af Wyvill et al. [1986]. Derefter vil
forskellige aspekter af en konkret implementering blive omtalt.

7.1 Indledning

Mange af begreberne som er defineret i forbindelse med den todimensionale algoritme
kan direkte overfgres til det tredimensionale tilfeelde med kun fa @ndringer. Billedet
P= ((X ,X),V, C) har tre dimensioner i stedet for to, og @kvipotentialkurven givet ved
teerskelvaerdien T erstattes med akvipotentialfladen

E={xeX|V(x=T)

Denne @kvipotentialflade skal tilnermes af en konturflade E eller blot kontur som
adskiller hgje fra lave hjgrner 1 billedet.

De anvendte tegl er nu 3-tegl som defineret i definition 6.1.7. Ofte kaldes O-
cellerne for ,hjgrner og 1-cellerne for ,kanter som det var tilfeldet i beskrivelsen af
den todimensionale algoritme. Desuden vil 2-cellerne blive kaldt for sider nar det er
praktisk. Betegnelsen ,tegl“ vil, ndr intet andet er nevnt, dekke over 3-tegl.

Hgje og lave hjgrner i et tegl defineres som fgr, og et kritisk tegl er naturligvis
et tegl der bade indeholder hgje og lave hjgrner. Et kritisk tegl vil indeholde kritiske
sider og kritiske kanter.

Sé langt, sd godt. Generalisationen af facetter fra to til tre dimensioner kraever lidt
mere ombhu.
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Figur 7.1: Eksempel pa et kritisk tegl og den tilhgrende facet.

7.2 Facetter

7.2.1 Den todimensionale facet. I den todimensionale algoritme bestod byggestenene
i konturen af liniestykker, osse kaldet 1-facetter. I det tredimensionale tilfelde vil der
pa ,overfladen” af et kritisk tegl, nzrmere bestemt pd de kritiske sider, kunne traekkes
rette linier mellem skaringspunkterne som ligger i de kritiske kanter (se figur 7.1).
Disse rette linier vil udggre en lukket kurve (eller nu og da flere lukkede kurver) og
2-facetten er den flade som udspandes af denne kurve. For at konkretisere meningen af
,udspender” s& kan man forestille sig at den lukkede kurve udspander en sebehinde
— facetten er s& sebehinden, og dens form vil vere styret af fysikkens love.

I praksis er det uhensigtsmessigt at implementere ,,sebehinder* pa computer, og man
kan i stedet betragte facetten som en (i reglen) ,ikke-plan polygon“ i rummet. Sadan
en ,,polygon“ kan trianguleres sdledes at den opbygges af (plane) trekanter. Hvordan
dette ggres er emnet for afsnit 8.1 — indtil videre er szbehinde metaforen tilstreekkelig.

7.2.2 Bemaerkning. Allerede her fis en indikation af hvordan metoden kan generaliseres til hgjere
dimensioner idet 2-facetten opbygges af 1-facetter som igen er opbygget af O-facetter (skaringspunkter).

7.2.3 Definition. (2-Facet.) Lad der vare givet et kritisk tegl 7 med n skaringspunkter
v, Vs, ..., U, der kan forbindes med liniestykker til en lukket kurve der forlgber i
de kritiske sider af 7. Den (i reglen ikke-plane) polygon der udspandes af kurven
er 2-facetten. Denne er orienteret og reprasenteret ved m-tuplen (vy,vs,...,v,). Mere
generelt bliver mangden af 2-facetter i T betegnet med

fz(T):{(V{,Vé,...,V:li)IiZl,...,m}

hvor m er antallet af 2-facetter i 7. Hver 2-facet, indekseret ved i, er opbygget af n;
O-facetter (skaringspunkter) og dermed af n; I-facetter.

Senere vil det blive beskrevet hvorledes 1-facetter sammensattes til 2-facetter samt hvad
der menes med ,,udspander*.

7.2.4 Orientering. Facettens reprasentation (vy,1s,...,1,) beskriver hvorledes de en-
kelte skaringspunkter er forbundet: v, forbindes med en ret linie til v, som forbindes
videre til v3 og sd videre som vist pa figur 7.1. Kurven lukkes ved at v, forbindes
til v;. P4 den made tildeles facetten en orientering, og ved brug af hgjrehandsreglen
induceres der en ,normalvektor pa facetten: Man griber ,,omkring” facetten med hgjre
hand sédledes at fingrene peger samme vej som kurven er orienteret. Tommelfingerret-
ningen definerer nu ,,normalvektoren® eller mere pracist en inderside og en yderside
af facetten. Algoritmen konstrueres saledes at ,normalvektoren® fastlegger den side der
»vender mod* de hgje hjgrner.
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Figur 7.2: Et eksempel pa konsistens mellem facetter i to kritiske nabo-tegl.

7.2.5 Konsistens. Kravet om konsistens er fundamentalt i ,del- og hersk® strategien
som anvendes af tegl-algoritmerne. PA figur 7.2 er vist to kritiske nabo-tegl. Hvert
af de to tegl betragtes for sig, og en facet konstrueres. Nir teglene ,s@ttes sammen®
skal facetterne fra hvert af teglene passe sammen. Dette ses osse at veare tilfeldet pd
figuren, og man kan se at konsistens kan sikres ved at den kritiske side som deles af
de to tegl indeholder den samme 1-facet i begge tegl. Dette krav er formuleret formelt
i definition 6.2.10.

7.2.6 Inkonsistens. P4 figur 7.3 ses et eksempel pad inkonsistens. Selv om hvert af
teglene tilsyneladende indeholder en gyldig facet der adskiller de hgje fra de lave hjgrner
s dannes der et ,hul“ i konturen nar de to facetter sttes sammen. Via ,hullet kan
man komme fra den ,hgje til den ,lave“ side af konturen. En korrekt algoritme ma
derfor vere i stand til at undgd den slags huller.

7.2.7 Flertydighed. Studerer man eksemplet lidt ngjere vil man opdage at den kritiske
side hvor problemet opstdr er flertydig (i todimensional forstand). Skaringspunkterne er
fastlagt konsistent ved udtrykket (6.1), men nér siden er flertydig har man mulighed for
at anvende det lavt eller det hgjt sammenh®ngende alternativ. Hullet opstar netop nar
der benyttes forskellige alternativer i hvert af de kritiske tegl.

Benyttes den konsekvente metode til at afggre flertydighed s& vil det samme alter-
nativ blive benyttet hver gang et flertydigt tegl optreeder og konsistens vil vare sikret.
Benyttes estimationsmetoden vil det vere den interpolerede centervardi af den kritiske
side der fastlegger hvilket alternativ der skal anvendes, og det vil osse sikre konsistens.

7.2.8 ,Marching cubes” algoritmen er bemarkelsesvaerdig fordi konsistens ikke er ga-
ranteret. Den inkonsistente kontur vist pd figur 7.3 er netop konstrueret med denne
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Figur 7.3: Et eksempel pa inkonsistens mellem facetter i to nabo-tegl.

algoritme. Med notationen anvendt af Lorensen og Cline [1987] sd er det gverste tegl
af type 10, mens det nederste tegl er af type 3.

7.3 Flertydighed

Flertydighed har som beskrevet betydning nir man gnsker at sikre konsistens, men der
optreeder osse nye former for flertydighed i hgjere dimensioner.

7.3.1 Flertydighed i to dimensioner. Flertydighed i to dimensioner opstir nar der er
en ,diagonal struktur” i et 2-tegl. Spgrgsmalet er om det er de lave hjgrner eller de
hgje hjgrner der skal forbindes, og dette svarer til det lavt og det hgjt sammenh@ngende
alternativ.

7.3.2 Flertydighed i tre dimensioner. I et 3-tegl er der flere slags diagonaler: I hver
af de seks 2-celler er der to diagonaler, og her kan den netop beskrevne flertydighed
optreede, men 3-teglets 3-celle indeholder osse diagonaler, fire i alt, som gir mellem
modstaende O-celler i teglet. Hvis alle hjgrner i et tegl er lave, undtagen to hjgrner
som er endepunkter for en sadan diagonal, sd fir man et flertydigt tilfelde af en ny
type. Pa figur 7.4.A er vist et tegl med en facet som adskiller de to hgje hjgrner,
mens der pa figur 7.4.B er vist et tilsvarende tegl med en facet der ikke adskiller de
to hgje hjgrner. Bemark at facetterne er de samme selv om hgj og lav ombyttes.

7.3.3 Bemaerkning. I 3-teglets 3-celle er der osse seks diagonaler om hvilke der er symmetri, men
disse diagonaler gar mellem 1-celler i teglet, og netop af den grund er de ikke interessante i forbindelse
med flertydighed.
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A) Adskillende facetter. B) En forbindende facet.

Figur 7.4: Et 3-flertydigt tegl.

7.3.4 Generel definition af flertydighed. For at skelne mellem de forskellige typer
flertydighed kaldes den fgrst beskrevne type flertydighed for 2-flertydighed og den sidste
beskrevne form for 3-flertydighed. Mere generelt kan fglgende definitioner anvendes:

7.3.5 Definition. (Diagonal.) Bt n-tegl har én n-celle og denne har en rekke symme-
triakser udspandt af O-cellerne i teglet. Disse diagonaler kaldes for n-diagonaler.

De to O-celler der udspznder en bestemt diagonal definerer diagonalen og hvis O-cellerne
begge er hgje (lave) siges diagonalen at vere hgj (lav).

7.3.6 Bemaerkning. Antallet af O-celler i et n-tegl er 2" si derfor md antallet af n-diagonaler i et
n-tegl vare 272 =201,

7.3.7 Definition. (Flertydighed.) Et n-tegl som indeholder udelukkende lave (hgje) 0-
celler pd nzr to O-celler som udspender en hgj (lav) n-diagonal siges at vare n-
flertydigt. Den pageldende diagonal kaldes for den flertydige diagonal.

Bemerk at et 3-tegl indeholder seks 2-tegl sd der kan bade optrede 3- og 2-flertydighed
i et 3-tegl (dog ikke samtidig). Mere generelt er der mulighed for n — 1 forskellige
slags flertydighed i et n-tegl.

7.3.8 Adskillende eller forbindende alternativ. Facetter i et n-flertydigt n-tegl kan en-
ten adskille de to O-celler som udspaznder den flertydige diagonal som det for eksempel
er tilfeldet pd figur 7.4.A, eller forbinde de to O-celler som vist pd figur 7.4.B. Men
hvilket af de to alternativer skal man velge?

7.3.9 Valg af alternativ. Det virker umiddelbart mest naturligt at valge det adskillende
alternativ da afstanden mellem de to hgje hjgrner er stgrre end afstanden fra et hgjt
hjgrne til de nermeste lave hjgrner. Dette faktum (eller maske mangel pd overvejelse)
er arsag til at alle eksisterende tegl-algoritmer mig bekendt benytter det adskillende
alternativ.

Konsekvent anvendelse af det modsatte alternativ, det vil sige det forbindende alter-
nativ, kan virke noget aparte at benytte, men man kan kombinere de to alternativer ved
at anvende. ..

7.3.10 Estimationsmetoden. Dette er en enkel generalisation af den tilsvarende estima-
tionsmetode anvendt pd 2-flertydighed. Analogt med det 2-flertydige tilfelde estimerer
man en verdi af feltet i 3-teglets centrum, for eksempel ved at beregne gennemsnittet
af feltverdien i de otte hjgrner i teglet. Hvis den flertydige diagonal er hgj (lav) og

den estimerede centerverdi er hgj (lav) sd benyttes det forbindende alternativ. Ellers
benyttes det adskillende alternativ.
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Hvis den flertydige diagonal er hgj (lav) sd vil der i estimeringen af centerverdien
pa ovenfor beskrevne méde indga seks lave (hgje) hjgrner og kun to hgje (lave) hjgrner.
Hvis disse hjgrner indgar med lige vagt i estimatet (og hvad skulle de ellers?) sa vil
det betyde at kun en fjerdedel af alle estimater i middel er hgje (lave), og dermed
vil det adskillende alternativ i middel benyttes i tre fjerdedele af tilfeldene. Dette
understgtter udsagnet om at det adskillende alternativ er det hyppigst forekommende.

7.3.11 Valg af metode. Problemet er, som altid ndr man prgver at udtale sig om noget
»inden i et tegl, at man ikke ved noget som helst — man kender kun feltets vardier
i teglets hjgrner. Problemet er derfor underbestemt og Igsningen vil altid vere et geat
(men pad den anden side sa findes der gode og darlige get).

P4 den baggrund vil det adskillende alternativ altid blive anvendt i forbindelse med
3-flertydighed fremover. At tillade det forbindende alternativ vil komplicere algoritmerne
ungdigt meget i forhold til en eventuel gevinst i ngjagtigheden af den konstruerede
kontur.

Endelig skal det navnes at definitionen af 2-facetter skal modificeres hvis man vil
tillade facetter af den type som er vist pa figur 7.4.A. En sddan facet har nemlig genus
ét (hvor genus nul er det szdvanlige), og dette ggr det for eksempel mere subtilt at
orientere facetten.

7.4 Tegl og gruppeteori

Her introduceres i analogi med det todimensionale tilfelde sterk og svag @kvivalens
samt teglets symmetrigruppe.

7.4.1 Nummerering af 0-celler. Som i det todimensionale tilfelde tenkes 3-teglet pla-
ceret i et cartesisk koordinatsystem med nederste venstre hjgrne i origo og med side-
lengden 1. En O-celle x tildeles et trecifret binert nummer n(x) = ZYX hvor (X,Y,Z)
er de cartesiske koordinater af O-cellen.

Definition 6.4.7 af hgje hjgrner og definition 6.4.8 af signatur kan nu genanvendes.
Det er osse klart at setning 6.4.9, om sammenh@ngen mellem mangden af hgje hjgrner
og teglets signatur, gelder i det tredimensionale tilfelde.

7.4.2 Steerk aekvivalens defineres analogt med det todimensionale tilfelde. Det vil sige
at to tegl er sterk akvivalente hvis de har samme signatur (definition 6.5.1). Mengden
af sterke &kvivalensklasser betegnes endnu engang med S og man kan skrive

S ={0,...,255}

idet der er 2% = 256 forskellige signaturer.

7.4.3 Svag akvivalens defineres ud fra en symmetrigruppe for S. Hvis G er sym-
metrigruppen der virker pd S gennem virkningen G X § — § s& er ma@ngden af svage
@kvivalensklasser W = S/G.

7.4.4 Valg af symmetrigruppe er delikat. Man kan valge kubusens 24 orienteringsbe-
varende symmetrier, som ud over identiteten, bestdr af seks kvarte rotationer omkring
en sideakse, tre halve rotationer omkring en sideakse, seks halve rotationer omkring
en kantakse og otte trediedele rotationer omkring en hjgrneakse. En sideakse er en
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Type Elementer

Identitet 1

En kvart rotation om sideakse Px> Pys Ps Por 3, 03

En halv rotation om sideakse 03, 0%, P2

En halv rotation om kantakse p%pz,p,%py,ﬂsz,/)gpz,/)fpy,ﬂgpx

En trediedel rotation om hjgrneakse px,oy,pypz,psz,pxpz,pipupspx,ﬂgpwpipsz

Tabel 7.5: Opsummering af orienteringsbevarende symmetrier af kubusen skrevet som produkter af de tre
kvarte rotationer i positiv omlgbsretning om sideakserne.

symmetriakse som gir gennem kubusens sider. Kantakser og hjprneakser defineres
tilsvarende.

Vasentligt er det at en facets adskillende egenskab i et kritisk tegl ikke forandres
under disse symmetrioperationer.

7.4.5 Opskrivning af symmetrigruppe. Det viser sig at denne symmetrigruppe kan
frembringes af tre elementer p,, p, 0g p, som hver svarer til en kvart rotation i positiv
omlgbsretning omkring en sideakse parallel med henholdsvis x-, y- og z-aksen. Alle
elementer i gruppen kan skrives som et produkt af hgjest fire frembringere. Bestemmelse
af gruppen pa denne form er en enkel opgave i gruppeteori og kan nemt ggres med
et lille computerprogram. Her bringes én af de mulige beskrivelser (tabel 7.5) hvor
identiteten 1 for enkelhedens skyld optrzder. Bemerk at 1 = p% = pt sd udsagnet om
de tre frembringere er stadig korrekt.

Opskrivningen er naturligvis ikke sarlig ,elegant” i matematisk forstand, men den er
nyttig nir gruppen skal handteres af en computer da man kun behgver at implementere
de tre frembringere.

7.4.6 Bemaerkning. Er man tvivl om hvordan gruppeelementer sammenszttes sd kan det for eksem-
pel navnes at pgpx skal forstds som den transformation af kubus der féas, ved fgrst at anvende p, to
gange pa kubus efterfulgt af p, én gang. Den som fristes til at tro at rekkefglgen af transformationerne
er omvendt er nok blevet forledt til den fejlagtige antagelse, pa grund af den upraktiske notation man
seedvanligvis benytter til at opskrive funktioner med. Inden for algebraen benytter man ofte notation (x)f
i stedet f(x) og med dette in mente skulle forvirringen forsvinde som dug for solen — eller hvad? Og
hvis man tror at koordinatsystemet ,roteres* under transformationerne s er man osse galt pd den — det
er kun kubusen som transformeres.

7.4.7 Spejling i centrum. Lidt eftertanke viser dog at man osse kan tillade at tilfgje
spejlingen i kubusens centrum til symmetrigruppen — facettens adskillende egenskab
bevares under en spejling. Denne symmetrioperation permuterer med de gvrige, og
derved haves en symmetrigruppe med 48 elementer som beskriver alle symmetrier af
kubus. Spejlingen i kubusens centrum betegnes med p og den tilfgjes til sattet af
frembringere. Nu kan alle elementer i gruppen skrives som et produkt at hgjest fem
frembringere.

En ting skal man dog vare opmarksom pa og det er Igst sagt at ,hgjre og venstre
ombyttes nar p virker pa et tegl. Denne ombytning betyder ikke noget for teglets
signatur, men en facet i teglet har en orientering givet ved hgjrehandsreglen, som
beskrevet i afsnit 7.2.4, og denne orientering bliver vendt under en spejling.
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7.4.8 Bestemmelse af svage akvivalensklasser. Bestemmelse af en transversal = og
dermed af banerne W kan nu ggres som beskrevet i afsnit 6.5. Da antallet af sterke
@kvivalensklasser er helt oppe pa 256 kan det vere svert af foretage beregningerne i
hinden. I stedet kan fglgende algoritme anvendes:

7.4.9 Algoritme. Inddata er gruppen G og uddata er en transversal ". Undervejs benyt-
tes maengden S der til at begynde med svarer til mengden af sterke akvivalensklasser,

men gradvist udtyndes ved fjernelse af baner G(7).

§ == {0,...,255}

=1

S& lznge S# 0 gor
7 :=minS

="u{r}

For hver g€ G ggr
§:=5—{g(7)}

I linie 4 valges den naste representant for en endnu ikke behandlet bane. Da minimum
over signaturer anvendes her, fir algoritmen den szrlige egenskab at hver representant
for en svag akvivalensklasse 7 € * har mindst mulig signatur.

~N O o W N

7.4.10 Gruppevirkning pa tegl. Det er ngdvendigt at precisere hvorledes g(T) beregnes
for g € G og 7 € S. Den teknik der er beskrevet i afsnit 6.6.9 benyttes igen, men

udtrykket (6.10) erstattes med

px(ZYX) = YZX,

p,(ZYX) = XYZ,

pZ(ZY}() = Z)(—a

(ZYX) = Z¥X.,
Endvidere skal orienteringen af en facet vendes under p’s virkning. Hvis en facet
med m skaringspunkter er givet ved listen (ZYX),...,ZYX,,) sd fis p’s virkning ved

udtrykket
W(ZYXy, ZYXo, . .., 2K ) = (WUZYXKon), . . ., W(ZYKs), (ZYX)) )

7.4.11 De svage ekvivalensklasser er givet ved transversalen som bestemmes af al-
goritme 7.4.9, og resultatet bliver

=1{0,1,3,6,7, 15,22,23,24,25,27,30, 31,

60, 61,63,105,107, 111,126, 127,255} 7.1)

Det ses at der er 22 svage ®kvivalensklasser.

7.4.12 Bemeerkning. Havde man i stedet indskrenket sig til at benytte orienteringsbevarende sym-
metrier er det klart at antallet af svage akvivalensklasser ville vere stgrre da gruppen er mindre.
Overraskende er det maske at antallet blot er én stgrre, det vil sige 23. Det betyder at der kun er én
svag ekvivalensklasse som kommer i en venstre- og i en hgjrevendt udgave. Det drejer sig om klassen
repreesenteret af 27 — dens ,,spejlbillede” er 29, og man kan velge den som representant for den 23.
akvivalensklasse der optreder nir G ikke indeholder f.
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7.5 Algoritmen

Det er nu muligt at opskrive en tredimensional tegl-algoritme. I dette afsnit demon-
streres det hvordan en opslagstabel kan anvendes — senere vil andre muligheder blive
diskuteret. Fgrst bringes dog den overordnede algoritme som er falles for alle varian-
terne,

7.5.1 Algoritme. (Tredimensional tegl-algoritme.) Inddata til algoritmen er 3-billedet
P = ((X,X 5. C) og terskelverdien 7. Uddata er mangden af facetter F. Mangden
af 3-tegl i billedet P betegnes med tegls(P).

1 F:=10

2 For hver 7 € tegly(P) ggr

3 For hver (vy,...,v,) € f3(7) gor
4 F:=FU{(V1,-~-,Vn)}

7.5.2 Symbolske facetter. Som i det todimensionale tilfelde anvendes symbolske facet-
ter til at beregne f2(7). Ideerne fra afsnit 6.6.2 overfgres direkte med den modifikation
at skeringspunktet i den symbolske facet nu er et trecifret ternert tal ZYX stadig med
den begrensning at cifret e kun mi optrede pd én plads. Der gelder at gruppe-
virkningen pa O-celler, som beskrevet i afsnit 7.4.10, osse kan anvendes pa symbolske
facetter.

7.5.3 Algoritme. (Beregning af facet.) Inddata til funktionen er et tegl 7 og uddata er
en mangde af facetter F. Det antages at der er en funktion p*(7) som giver mangden
af 2-facetter for 7 pi symbolsk form. Funktionen I til beregning af skeringspunkterne
er givet ved udtrykket (6.7) hvor funktionerne go og ¢qi, givet ved (6.6), modificeres til
tre dimensioner ved at erstatte ,,YX“ med ,,ZYX".

Funktion f2(7)
Fe=1
For hver (if,...,i,) € p*(7) ggr
For hver k€ {l,...,n} ggr
Vy = I(’T, lk)
F:=FU{(v,...,v)}
Returner F

N o s W e

7.5.4 Konsistens. Det er vigtigt at p?(r) sikrer konsistens. Som tidligere beskrevet
kan dette sikres hvis 2-flertydighed afggres enten ved den konsekvente metode eller ved
estimationsmetoden. Den sidste lgsningsmodel er ganske kompliceret sammenlignet med
den fgrste idet der findes 3-tegl hvor alle seks 2-tegl er flertydige. Dette giver 26 = 64
forskellige facetter for tegl i samme sterke akvivalensklasse!

7.5.5 Anvendelse af opslagstabel. Funktionen p?(7) kan implementeres ved anvendelse
af en opslagstabel L som beskrevet i afsnit 6.6.5, det vil sige ved at sette p*(7) = Ly).

7.5.6 Konstruktion af opslagstabel foretages ved anvendelse af algoritme 6.6.8. Det
krever at den symbolske facet p?(7) fastlegges for hver svag @kvivalensklasse 7 € W
eller ®kvivalent, for hvert tegl 7 i transversalen '. For at sikre konsistens skal den
konsekvente metode anvendes i tilfelde af 2-flertydighed. Endvidere skal hver facet
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127 255

Figur 7.6: Reprasentanter for de svage akvivalensklasser med tilhgrende lavt sammenh@ngende facet.
Teglene er ordnede efter antallet af hgje hjgrner og signatur. Tegl som er market med en stjerne er
2-flertydige, og tegl som er mearket med et kors er 3-flertydige.
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T p*(7)

0 0

1 {(s00, 060, 000)}

3 {(e01, 00,00, 001)}

6* {(0e1,e01,00e), (00, ©10,01e)}

24t {(0le,e11,0e1), (10, 00, 10e)}

7 {(e01, #00,10,01e,001)}

22F {(0e1,001,00e), (0e0, #10,01e), (160, 00, 10e) }
25* {(10e, 100,000, 00e), (Ole, e11,001)}

15 {(#10, 811, 601, ¢00)}

23 {(s01, 100, 160, 610,010, 0o 1)}

27 {(e11, 001, 10e, 160, 000, 010)}

30° {(000, 010, o11, 601, 00e), (160, 00, 100)}
60* {(00, 010, 011,001), (160, 400, 601, 1o 1)}
105*| {(#00,000,00e), (01e,e11,001), (01,101, 10e), (10, 100, 11e)}
31 {(1e0,010, 011,01, 100)}

61* {(e01, 101,100,010,011,001,000)}

107* {(e11, 101, 10e,600,000,01e), (¢10, 100, 11e)}
63 {(160, 010, 11, 101)}

111* {(000, 100, 11e, 011, To1, 100)}

1261 {(090, 600, 000), (11s, 011, 101)}

127 {(11e, 011, 101)}
255 0

Tabel 7.7: Symbolske facetter for representanter for de svage @kvivalensklasser. Det lavt sammenhzng-
ende alternativ er anvendt til at afggre flertydighed. Tegl som er merket med en stjerne er 2-flertydige,
og tegl som er market med et kors er 3-flertydige.

orienteres, som beskrevet i afsnit 7.2.4, sd det sikres at de hgje hjgrner altid er pa
,»indersiden®.

Pa figur 7.6 er alle tegl 7 € * med tilhgrende facetter vist. For at sikre konsistens
er det lavt sammenh@ngende alternativ benyttet, men man kunne lige sa godt have
anvendt det hgjt sammenh@ngende. Disse facetter er osse opsummeret i symbolsk form
1 tabel 7.7.

Nu bliver nytten af svag @kvivalens for alvor klar: Man behgver blot at bestemme
facetter for 22 tegl. Derefter anvendes algoritme 6.6.8 til at konstruere de gvrige
256 — 22 = 234 facetter.

7.5.7 Anvendelse af algoritme. For at precisere hvordan algoritmen anvendes er der
pd figur 7.8 et diagram der viser hvordan databehandlingen foregér. De afrundede
kasser representerer data og de kantede kasser reprasenterer processer. Det sidste trin,
visualiseringen, er ikke noget der vil blive beskrevet her — mange programmer og
standardbiblioteker er tilgengelige lissom, der findes en omfattende litteratur om emnet,
for eksempel [Foley et al. 1990, Mortenson 1989].
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Billede

Tegl-algoritme —‘

Konturflade >—> Visualisering

Figur 7.8: Diagram over anvendelsen af den tredimensionale algoritme.

7.6 Anvendelse af den todimensionale algoritme

Her vil nu blive beskrevet en radikalt anderledes made hvorpa den symbolske facet p*(7)
kan beregnes. Den bygger pd det faktum at en 2-facet er opbygget af 1-facetter.

7.6.1 Rekursion over lavere dimensioner. Metoden gir kort sagt ud pa at der i hver
af 3-teglets 2-tegl konstrueres 1-facetter. Disse vil udggre et antal lukkede, orienterede
kurver og herfra fis 2-facetterne. Figur 7.9 viser et eksempel pd hvorledes dette foregar
i praksis. Da en figur som bekendt forteller mere end tusinde ord overlades ordet til
figuren — studér den ngje. ..

Men jeg slipper ikke for nogle uddybende forklaringer.

7.6.2 Orientering af 2-facetter. Den endelige 2-facet, som er vist pa figur 7.9.D, er
orienteret som beskrevet i afsnit 7.2.4. ,Indersiden®, det vil sige den side der ven-
der mod de hgje hjgrner, fis ved anvendelse af tommelfingerreglen pd den lukkede,
orienterede kurve af 1-facetter som udsp@nder 2-facetten.

For at fi denne orientering mad man have to andre ,orienteringer i spil:

7.6.3 Orientering af tegl. Et 3-tegl har pa naturlig made en ,,inderside* og en ,,ydersi-
de“. Dette er vist med pile pa figur 7.9.B hvor pilens retning angiver ,,ud* af facetten.
Nir den todimensionale algoritme anvendes pa hvert at 2-teglene sd skal algoritmen
,betragte” teglet ,,ude fra“, det vil sige mod pilens retning.

7.6.4 Orientering af 1-facetter. De resulterende 1-facetter, som er vist pa figur 7.9.C,
er hver orienteret som beskrevet i afsnit 6.2.6. Overholdes den ovenfor beskrevne regel
for hvordan den todimensionale algoritme skal ,betragte” hvert 2-tegl sd opnir man at
1-facetterne kan sattes sammen til en lukket kurve, som oven i kgbet har den egenskab
at ,,indersiden* er bestemt af tommelfingerreglen.

7.6.5 Algoritme. Inddata er et 3-tegl 7 og uddata er mengden af facetter /. Undervejs
skal man iterere over 1-tegl og 2-tegl i 7 og disse mengder betegnes med henholdsvis
tegl,(7) og tegl,(7). Fegrste del af algoritmen konstruerer en tabel A som beskriver
konnektiviteten mellem skaringspunkterne i teglet ved anvendelse af den éndimensionale
symbolske facet p'(7).

I tabellen A er der et opslag for hvert muligt skeringspunkt (det vil sige for hvert
I-tegl 1 3-teglet). Hvis de tolv mulig skaringspunkter 00e, Ole, ... nummereres fra 1
til 12 pd passende vis s kan A implementeres som en tabel indekseret fra 1 til 12.
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P et

o

A) Det kritiske 3-tegl. B) Teglet deles op i seks 2-tegl.

C) Den todimensionale algoritme anvendes pA D) De forskellige 1-facetter kombineres til en
hvert 2-tegl. lukket, orienteret kurve der udspander en 2-
facet.

Figur 7.9: Eksemplificering af hvorledes det tredimensionale problem kan lgses ved anvendelse af den
todimensionale algoritme.
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i | Kode | A;
1 | 00e | 2
2 | Oel | 7
3| 0le | O
4 | 0e0 | O
51| «00 | O
6 | «01 | O
7 | el11 |11
8 | 10 | O
9 | 10e 1
10| 1lel | O
11| 11e | 9
12| 10 | O

Tabel 7.10: Indholdet af tabel A efter gennemlgb af (linierne 2—6 i algoritme 7.6.5 nér teglet pd figur 7.9
behandles.

Hvis skeeringspunktet med indekset i hgrer til facetten, det vil sige hvis 1-teglet med
indeks i er kritisk, sd skal A; vaere indeks af neste skeringspunkt i 2-facetten. Hvis
derimod skeringspunkt i ikke hgrer med til facetten sd skal A; have serlig verdi U
som med ovenstdende nummerering passende kan implementeres som veardien O.

Med denne definition af tabellen A vil den for et givet tegl ,indeholde® nul eller
flere cykler hvor en cykel skal forstds pd fplgende vis: Indfgr notationen AL = Aym
og szt A =i S& vil en cykel med k elementer som indeholder skeringspunkt i have
formen

(i,A;, A%, ... AD)

hvor der gelder at i = A**!. T tabel 7.10 er vist et eksempel pa indholdet af A nér
teglet i figur 7.9 behandles, og her er der én cykel (1,2,7,11,9).
Fgrst opstilles tabellen A hved at hvert 2-tegl underspges.

1 Funktion p*(7)

2 For hver i€ tegl/(7) ggr
3 A =0

4 For hver o € tegl,(7) ggr
; (i1 12) = P'(0)

6 A,’1 = iz

Pa dette tidspunkt vil A indeholde nul, én eller flere cykler svarende til et tilsvarende
antal symbolske 2-facetter i 3-teglet. Bemerk at det er vigtigt hvorledes 2-teglet o €
tegl,(7) presenteres for den todimensionale algoritme.  Som tidligere beskrevet skal
2-teglet ,betragtes ude fra“ for at 1-facetterne skal blive korrekt orienteret. Og hvis
ikke 1-facetterne er korrekt orienteret, vil A ikke indeholder cykler da man s& ikke kan
gd fra det ene skaringspunkt til det neste pa en cyklisk made.
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Algoritmen afsluttes ved at der konstrueres symbolske 2-facetter fra informationen
i A. En cykel representeret ved tuplen C fjernes fra A og tilfgjes som symbolsk facet
til meengden af facetter F, indtil A har verdien O pa alle pladser.

7 F:=0

8 S& lenge du:A, #0 ggr
9 Ci=1)

10 A, =min{A, |A, #0}
11 S& laznge A, # [ ggr

12 C= (Cw)

13 vi=A,;

14 A, =0

15 F=FU{C}

16 Returner F

7.6.6 Afgorelse af flertydighed med den netop beskrevne algoritme afhenger af hvor-
ledes flertydighed afggres af den todimensionale algoritme, som anvendes rekursivt via
funktionen p'(c). Hvis den konsekvente metode anvendes i den todimensionale algorit-
me vil den konsekvente metode osse blive anvendt af den tredimensionale algoritme til
afggrelse af 2-flertydighed. Hvis derimod estimationsmetoden anvendes i det todimen-
sionale tilfelde vil estimationsmetoden osse blive anvendt i det tredimensionale tilfzlde
til afggrelse af 2-flertydighed.

7.6.7 Implementering af estimationsmetoden. Dette giver en bekvem made at imple-
mentere estimationsmetoden til afggrelse af 2-flertydighed i det tredimensionale tilfeelde
— man skal blot benytte algoritmen beskrevet ovenfor sammen med en todimensional
algoritme der benytter estimationsmetoden. Problemet er at en algoritme baseret pd
anvendelse af en opslagstabel, vil vere en del hurtigere end en algoritme baseret pa
rekursion over lavere dimensioner.

Lgsningen er at kombinere de to algoritmer sdledes at en opslagstabel benyttes i alle
ikke-flertydige tilfeelde, mens rekursion over lavere dimensioner benyttes i de flertydige
tilfelde. Da antallet af flertydige tilfeelde i reglen er lavt vil algoritmen vere nasten
lige sd hurtig som én kun baseret pa anvendelse af en opslagstabel. Den vil dog vere
noget mere kompliceret.

7.6.8 Afgorelse af 3-flertydighed. Denne idé kan osse benyttes til at afggre 3-fler-
tydighed, idet man sd skal opstille en algoritme der er i stand til at skelne mellem
det adskillende og det forbindende alternativ ved brug af estimationsmetoden. Denne
algoritme skal sd blot benyttes i de 3-flertydige tilfeelde (det vil sige nér den svage
aekvivalensklasse er 24 eller 126).

7.7 Repreesentation af facetter

Néar man vil implementere en algoritme ma man naturligvis ggre sig nogle overvejelser
omkring hvordan uddata, det vil sige facetterne, skal representeres. For at illustrere de
forskellige muligheder for reprasentation af konturflader opbygget af facetter er der pa
figur 7.11.A vist et lille fladestykke bestdende af to 2-facetter ¢, og ¢p, seks 1-facetter
€1, €2, €3, €4, €5 0g € og fem O-facetter v,, vy, V., Vg Og V,.
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®a ¢B

Vq Vp Ve Va Vq Va Ve

A) Et lille fladestykke. B) Simpel beskrivelse af fladestykket.

NN
NGV AN

Vg Vp Ve Vg Ve

Pa o)

C) Komplet beskrivelse af fladestykket gi- D) Forenklet beskrivelse af fladestykket givet
vet ved konnektiviteten mellem 2-facetter, 1- ved konnektiviteten mellem 2-facetter og O-
facetter og O-facetter. facetter.

Figur 7.11: Illustration af hvorledes en flade beskrevet af facetter kan reprasenteres ved konnektiviteten
mellem 2-facetter, 1-facetter og O-facetter.

7.7.1 En enkel repreesentation af dette fladestykke er illustreret pd figur 7.11.B hvor
hver 2-facet er representeret ved en liste af O-facetter. For eksempel kan ¢4 skrives som
b4 = (Va, Vp, Ve, va). Da hver O-facet (i reglen) deles af flere 2-facetter vil hver O-facet
optrede flere gange i hver sin 2-facet. Dette er for eksemplet tilfeldet for O-facetten v,.
Med en sédan representation vil det vere svart at bestemme hvilke 2-facetter der
tilhgrer en bestemt O-facet, og dette er pa figuren antydet ved at forbindelseslinierne
mellem 2-facetterne og O-facetter er orienteret mod O-facetterne.

7.7.2 En fuldsteendig repraesentation af fladestykket er illustreret pa figur 7.11.C hvor
sammenhaengen mellem 2-, 1- og O-facetter er vist. Hver n-facet optreder netop €én
gang og det betyder at man er i stand til, for eksempel, at bestemme hvilke 2-facetter
der hgrer til en given O-facet. Dette er pa figuren antydet ved at forbindelseslinierne
mellem facetterne er orienteret begge veje. Hvis man kun er interesseret i fladens ,,form*
behgver man blot at lagre de nedadgaende forbindelseslinier. Er man interesseret i andet
end fladens form, for eksempel i naboskab og sammenheng mellem facetter, ma de
opadgédende forbindelseslinier osse lagres. Et konkret eksempel hvor denne information
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er ngdvendig er ved anvendelse af nogle af de metoder til forenkling af fladen som er
beskrevet i afsnit 8.3. Denne representation af fladen er for gvrigt nert beslegtet med
winged-edge reprasentationen [Foley et al. 1990].

7.7.3 En forenklet repreesentation. Et af problemerne ved den fuldstendige reprasen-
tation er at informationen om 1-facetterne ofte ikke er ngdvendig, men blot bidrager til
et stgrre forbrug af lagerplads. I stedet kan 1-facetterne helt udelades som illustreret
pa figur 7.11.D. Med denne representation er det stadig muligt at besvare spgrgsmal
om sammenheng mellem O-facetter og 2-facetter sdfremt facetten er orienteret. Det
er denne type representation som benyttes i den her beskrevne implementering af en
tredimensional tegl-algoritme.

7.8 Implementering i praksis

7.8.1 Beregning af skeeringspunkter. Uanset om man har tenkt sig at benytte en
fladerepreesentation hvor hvert skeringspunkt (O-facet) gentages for hver facet den op-
treeder i, eller en reprasentation hvor skeringspunktet kun optreder én gang, sd kan det
betale sig kun at beregne skeringspunktet én gang under konstruktionen af fladen. Det
skyldes at beregningen af et skeringspunkt er ganske krevende (se (6.7)). I afsnit 8.2
beskrives det hvorledes der knyttes normaler til hvert skeringspunkt, og beregningen af
denne normal komplicerer yderligere beregningen af skeringspunkt. Hvis man endvidere
har tenkt sig at benytte en fladerepreesentation hvor hvert skaringspunkt kun optreder
én gang, er det pakrevet at skeringspunkterne kun beregnes €n gang.

7.8.2 Anvendelse af hash tabel. I praksis kan dette realiseres ved at der til hvert
muligt skeringspunkt knyttes et entydigt indeks. Dette indeks kan s& benyttes som
nggle i en hash tabel. Nér et nyt skeringspunkt skal beregnes undersgges det fgrst
om skeringspunktet allerede findes i hash tabellen. Er dette tilfzldet genanvendes det
allerede beregnede skeeringspunkt. P& den anden side, hvis skeringspunktet ikke findes i
hash tabellen beregnes et nyt skaringspunkt som placeres i tabellen. Grunden til at det
er attraktivt at benytte hash tabeller, er at antallet af skaringspunkter i en konturflade i
reglen er langt mindre end det totale antal mulige skaringspunkter i et 3-billede. Man
behgver derfor ikke at afsatte plads til samtlige mulige sk@ringspunkter, men blot til
et passende antal i hash tabellen. Med lidt snilde kan hash tabellen endda med jevne
mellemrum skrives ud til en uddata fil og tgmmes hvorved tabellen kan ggres endnu
mindre.

7.8.3 Et entydigt indeks for skeeringspunkter. Der er mulighed for ét skaringspunkt
i hvert 1-tegl i billedet. Et entydigt indeks til beskrivelse af sk@ringspunkter kan derfor
fas ved at konstruere et entydigt indeks til beskrivelse af 1-tegl. Lad dimensionen af

billedet vaere my X my X m3 og lad 1-teglet 7/, vere givet ved

3
Thias = > Jueuttey 0<r<1
v=1

hvor ey, e; og e; er basisvektorerne i det s@dvanlige, tredimensionale cartesiske koor-
dinatsystem, og hvor i =1,2,3 og j, ={0,1,...,m, — 1} (jevnfgr (5.1)). Det er klart
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at indekset H givet ved
H = ((im3 + ja)my + jo ) my + jy (7.2)

er entydigt for hvert 1-tegl og dermed er det entydigt for hvert skeringspunkt.

7.8.4 Bemeerkning. Da der kan optrede udartede facetter ,som diskuteret i bemarkning 6.2.7, sd kan
flere forskellige skeringspunkter i praksis vare placeret i ét og samme punkt. Anvendes udtrykket (7.2)
til beregning af skaringspunktets indeks vil disse sammenfaldende eller udartede skaringspunkter have
forskelligt indeks da sdvel i, som ji, j, og j3 varierer for forskellige 1-tegl der indeholder det udartede
skeringspunkt.

Da sammenfaldende skaringspunkter er ugnskede kan disse erstattes med et enkelt skeringspunkt ved
at man under beregningen af skeringspunkter undersgger om skaringspunktet er udartet. Dette kan for
eksempel ggres ved at undersgge om konstanten o (beskrevet i bemarkning 6.2.4) er lig med nul eller
én.

Men hvilket indeks skal man anvende til sidan et skaringspunkt? Da skeringspunktet altid falder pa
en O-celle si kan udtrykket 7.2 anvendes igen, blot man for ji, j» og j3 anvender vardierne for O-cellen
(jevnfgr (5.1)) og indsetter i = 4. Denne sidste ,,magiske” veerdi anvendes for at sikre at udartede
skaringspunkter aldrig fir det samme indeks som et ikke udartet skeringspunkt.

Med denne teknik vil en udartet facet indeholde et udartet skeringspunkt flere gange. Denne sekvens
af udartede skaringspunkter sls sammen til en forekomst af skaringspunktet i facetten hvorved facetten
far ferre sider. Facetter, som pa den made ender med at have fazrre end tre sider, bidrager slet ikke til
den endelige flade og fjernes helt fra uddata.

7.9 En konkret implementering

Jeg har foretaget en implementering af den i afsnit 7.6.7 beskrevne ,kombinerede® algo-
ritme der forener anvendelsen af opslagstabel i de ikke-flertydige tilfelde med rekursiv
anvendelse af den todimensionale algoritme i de flertydige tilfelde. Udartede facetter
fijernes hvis de ikke bidrager til fladen. Endvidere anvendes en ,smart® buffer teknik
siledes at det tredimensionale billede behandles ,,lagvis“. Hvis det tredimensionale bille-
de tenkes opbygget af todimensionale billeder sa behandles alle tegl mellem to siddanne
billeder, hvorefter al information som ikke skal genanvendes i neaste ,lag“ skrives ud.
Det gor at lagerpladsen som til stadighed anvendes er langt mindre end den samlede
lagerplads som kraves af hele 3-billedet og hele konturfladen.

Programmet er skrevet i C++ og kan osse kgres pa noget sa simpelt som en en MS-
DOS PC’er. Da dette er en 16 bit computer med 20 bit adressering (og med diverse
tilfeeldige begrensninger) er der dog grenser for hvor store rumfang der kan handteres.
Alligevel har jeg med succes handteret et rumfang med cirka 100.000 billedpunkter af en
halv underk@zbe som resulterede i cirka 6.000 facetter og cirka 6.000 skaringspunkter.
Programmet anvender 8 bit data i rumfanget, men med ganske fa modifikation kan
andre datatyper anvendes som, for eksempel, flydende-komma tal.

Tabel 7.12 viser nogle estimater for ydelsen af programmet pa forskellige computere.
Ovenfra og ned er det en Silicon Graphics Indigo?, en Silicon Graphics Iris 4D/20,
en ,hurtig® MS-DOS PC’er og en ,langsom“ MS-DOS PC’er. De angivne verdier
skal naturligvis kun opfattes som omtrentlige da forskellige inddata kan give forskellige
resultater — for eksempel op til en faktor to langsommere eller hurtigere. Man kan se
at et ,typisk® rumfang med 200 x 200 x 100 = 4.000.000 tegl kan behandles pa under
et halvt minut af Indigo’en, mens Iris’en vil vere mere end 10 minutter om dette. Det
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Processor Tegl per sekund

MIPS R4400 150 MHz 160.000
MIPS R2000 10 MHz 6.000
i486DX/2 66 MHz 6.000
1386 20MHz 800

Tabel 7.12: Omtrentlig ydelse af den implementerede algoritme pa forskellige computere.

betyder at det pd en Indigo® er der mulighed for en ,neasten” interaktiv justering af
terskelverdien.

P4 de fglgende sider er der vist nogle eksempler pd nogle visualiseringer af for-
skellige konturflader. De er visualiseret pd den fgr nzvnte Indigo?> med verktgjerne
Explorer og Inventor. Fladerne er ikke triangulerede da dette ikke er ngdvendigt med
disse varktgjer. Alle illustrationerne, pa nar den fgrste, er lavet med Phong toning, og
dette kraever at der i hvert skaringspunkt er fastlagt en normal. Hvordan dette er gjort
er beskrevet i afsnit 8.2. Alle konturerne er fremstillet ud fra rgntgentomogrammer, og
de viser alle, pd ner én, knoglestrukturer. P4 figur 7.16 er det demonstreret hvordan
man ved at @ndre terskelverdien kan fi en konturflade der beskriver en anden type
V&v.

Figur 7.13: En model af en hofte bestdende af cirka 100.000 facetter.
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A) Vist som ,,wireframe*.

B) Tonet med Phong toning.

Figur 7.14: En model af en underkzbe bestaende af cirka 12.000 facetter.
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Figur 7.15: En model af et kranie bestiende af cirka 160.000 facetter set fra to vinkler. Sammenlign
eventuelt med figur 4.1 pa side 42.
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Figur 7.16: En model af et hoved bestéende af cirka 120.000 facetter. Blgddelene fas ved at anvende en
anden terskelverdi end den der anvendes til modellerne af knoglen.

Figur 7.17: En model af et kranie bestiende af cirka 200.000 facetter. Et narbillede af kraniets bund
(basis cranii interna) er Vvist.
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Kapitel 8

Facetter og flader

8.1 Triangulering af facetter
8.2 Estimation af normaler
8.3 Forenkling af flade

Ved anvendelse af en tredimensional tegl-algoritme kan man fi en flade opbygget af
facetter. I dette kapitel vil nogle emner knyttet til disse flader blive bergrt. Fgrst
beskrives hvordan en facet kan trianguleres séledes at den opbygges af plane trekanter.
Derefter beskrives hvordan der kan knyttes normaler til skeringspunkter pa fladen sé-
ledes at en bedre visualisering kan opnés. Endelig vil der blive bragt nogle ideer om
hvordan en flade kan forenkles sdledes at antallet af facetter reduceres.

8.1 Triangulering af facetter

Hidtil er en 2-facet blevet beskrevet som en flade udspendt af en lukket kurve, og
i mangel af en mere precis beskrivelse har fladen varet beskrevet som en s@behinde
udspzndt af kurven. Hvis man i praksis gnsker at pracisere facettens forlgb, for
eksempel inden den bliver anvendt som inddata til et visualiseringsprogram, sd kan
man triangulere den. P4 den méde bliver den (i reglen) ikke-plane flade eller polygon
opbygget af plane trekanter.

8.1.1 Triangulering af polygon. Néar en facet trianguleres sd foregdr det ved at man
forbinder visse af skearingspunkterne med rette linier sdledes at der dannes trekanter.
Facetten er egentlig en rumlig figur, men triangulering af denne er @kvivalent med tri-
anguleringen af en polygon i planet, og det er dette problem der nu vil blive analyseret.

Man skal dog huske pa at de facetter der er vanskeligst at triangulere tilfredsstillende
netop er de meget ,slyngede“ og ,ikke-plane“ facetter, som for eksempel facetten for
den svage akvivalensklasse med signaturen 61 vist pd figur 7.6. Né&r man vurderer
anvendeligheden af en metode skal man derfor bade overveje hvordan ,nasten plane
og ,,ikke-plane” facetter handteres.

8.1.2 Forskellige metoder. Udvalgelsen af skeringspunkter der skal forbindes kan fo-
regd pa flere mader. Figur 8.1 viser nogle eksempler pd metoder anvendt pa en syvkant.
Selv om facetter med mere end seks skeringspunkter ikke optreder sarligt hyppigt s&
er der her vist en syvkant fordi problemet for ,sma“ n-kanter nsten er trivielt.

De sma tal der optreeder pa figurerne antyder i hvilken rekkefglge kanterne tilfgjes
til facetten, og dermed far man en idé om hvordan den underliggende algoritme virker.

8.1.3 Orientering. En facet har en orientering givet ved en omlgbsretning. Derved
defineres en ,,normalretning” eller positiv side hvor de hgje hjgrner findes. Efter en
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A) B) Q) D)

Figur 8.1: Eksempler pa forskellige metoder til triangulering af en syvkantet facet.

triangulering er det vigtigt at hver af trekanterne har samme orientering som den op-
rindelige facet. Metoderne beskrevet her opfylder alle dette krav.

8.1.4 Metode 1 som er vist pa figur 8.1.A er maske den enklest tenkelige. Man
udvalger et skeringspunkt, og herfra treekkes der kanter til alle gvrige skringspunkter
i facetten, pd nar de to nabo-skaringspunkter hvortil der allerede er en kant. Mere
formelt haves fglgende. ..

8.1.5 Algoritme. Inddata er facetten (vi,...,v,). Uddata er m®ngden af trekantede
facetter F.

1 Funktion trianguler,(vy,...,V,)
2 F:=0

3 For 1i=2;..,—1 ggr
4 F:=FU{(v,v,vit1)}
5 Returner F

Algoritmen er nok enkel, men man kan med en vis ret havde at triangulering er
,asymmetrisk®, og de resulterende trekanter har en tendens til at blive meget ,.spidse®.

8.1.6 Metode 2 som er eksemplificeret pa figur 8.1.B tjener til at afhjelpe nogle af
problemerne med den fgrste metode. Forenklet kan man sige at facetten trianguleres
ved at ,,siksakke hen over den“ som vist pa figuren. Denne metode kan realiseres ved
fglgende. . .

8.1.7 Algoritme. Inddata er facetten (vi,...,v,). Uddata er m@ngden af trekantede
facetter F. Undervejs benyttes to indeks, i og j, der itereres fra henholdsvis ,starten”
og ,slutningen* af facetten mod hinanden indtil de ,mgdes®.

1 Funktion trianguler,(vy,...,v,)

2 F:=10

3 fe=1

a ji=n-—1

5 S& lange i+ 1<) ggr

6 F :=F U {(v;, Vir1, Yig1, (V) V1, Vir1) }
7 i=i+1

8 Je=i—1

9

Hvis i<j s&
F:=FU{(v;, Vi1, Vj11)}
Returner F

=
= ©
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Ved hvert gennemlgb af lgkken i linierne 5-8 tilfgjes to trekanter. Det tilfeelde hvor et
ulige antal trekanter skal tilfgjes kontrolleres i linie 9.

8.1.8 Asymmetri i valg af startpunkt. De to metoder til triangulering hidtil beskrevet
har det til felles at kraever at der udvelges et ,startpunkt pa facetten, og to forskellige
valg af ,startpunkt” vil i reglen fgre til forskellige trianguleringer. Det kan derfor veere
gnskeligt at anvende en egenskab ved facetten der entydigt udvealger hvilken af flere
mulige trianguleringer der anvendes.

8.1.9 Metode 3 sikrer dette ved rekursivt at dele facetten ,midt over” i to dele indtil
den er trianguleret. Dette er eksemplificeret pad figur 8.1.C hvor de smd numre viser
hvorledes hele facetten fgrst deles i to mindre facetter. Den ene af disse deles si igen
til to trekanter, mens den anden skal deles yderligere to gange fgr den er helt opdelt
i trekanter.

8.1.10 Deling af facet. Men hvordan deles en facet ,midt over“? En sekskant deles i
to firkanter, og en syvkant, i en firkant og en femkant. Mere precist har man at en
n-kant som deles ligeligt, bliver delt i en en k- og en [-kant med k og [ givet ved

_n+2

=

n—+1 l:n+3
2 2 -

Det er naturligvis osse interessant at finde ud af hvor mange mulige delinger der er for

en given n-kant. Da hver deling involverer to hjgrner kan man talle antallet af delinger

for hvert hjgrne og dividere med to. Antallet m af mulige delinger bliver derfor

k=1

n lige,

k=

n ulige.

n lige,

m=—=mn, n ulige

da en n-kant kan deles pa to mader nar n er ulige.
Disse observationer fgrer til fglgende rekursive algoritme:

8.1.11 Algoritme. Inddata er facetten (v,...,v,). Uddata er mangden af trekantede
facetter F. Hvilken deling af facetten der skal velges afggres af funktionen o der
tildeler hver mulig deling en vagt. Delingen med minimal vagt valges.

1 Funktion triangulers(vy,...,v,)

2 Hvis n =3 sd

3 Returner {(vi,uv»,vs)}

4 Ellers

5 Hvis n|2 s&

6 mi =2

7 For i€ {l,...,m} ggr
8 A; = a(i,i+m)

9 Ellers

10 m:=(n-1)/2

11 For i€ {l,...,n} ggr
12 A; = a(i, i+ m)})
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Bemark hvordan rekursionen stoppes i linierne 2-3 hvis facetten der gnskes trianguleret
er en trekant. Ellers settes m til ,forskydningen” mellem fgrste og andet punkt i
en deling, og tabellen A; som indeholder en vagt for hver mulig deling af facetten
konstrueres. Der er to tilfelde, nar n er lige og nar n er ulige. Dernast udvelges
delingen med minimal veaegt, og funktionen kaldes rekursivt med de to ,halvdele” F;
og F, som facetter.

13 A= min; A;

14 Fi = (v, Vi+nlp - - '7V(i+'n)l'1'>

15 Fy = (U(j.q.;n)l'l', V@itmt+ 1)}y -+« V(i+m+”)|'1')

16 Returner trianguler;(F) U trianguler,(F>)

8.1.12 Valg af deling. Der mangler en beskrivelse af funktionen o der blandt de
m mulige delinger valger den foretrukne. Det er endnu et dbent spgrgsmal hvilke
egenskaber ved facetten o skal afh@nge af, men her er nogle ideer:

8.1.13 Geometri af facet. Man kan gnske at konstruere sd ,regulere” trekanter sa
muligt. Det vil sige trekanter som har nogenlunde lige lange sider. Dette kan opnds i
ved at valge den korteste delelinie. Derved undgér man dele en meget ,.aflang® facet
i to lige sa ,,aflange® facetter.

Dette er en meget enkel metode. Et alternativ er fglgende noget mere komplicerede
metode:

8.1.14 ,Knak“ af facet. Nir en ,slynget“ facet deles vil det resultere i to mindre
,slyngede“ og mere ,plane“ facetter. Funktionen o kan afthznge af hvor voldsomt
facetten ,knzkker” langs delelinien. Dette kan kvantificeres pd fglgende méde: Hvert
af de to skeringspunkter i delelinien betragtes for sig. Et plan gennem skeringspunktet
med delelinien som normal defineres. De to kanter i facetten som udgédr fra skeerings-
punktet projiceres ind pd dette plan og vinklen mellem projektionerne beregnes. Hvis
vinklen er nzr 180° si er ,knzkket“ lille, mens en vinkel nar 0° svarer til et meget
voldsomt ,knzk®. Dette kan benyttes til at tildele skeringspunktet en vagt som for
eksempel kan normeres til intervallet [0;1]. Vagten af delelinien er middelveerdien
af de to skaringspunkters veegt, og man kan valge at foretreekke delelinier med det
kraftigste ,.knak eller delelinier med det svageste ,knzk“ — det sidste valg er nok at
foretrakke.

Skal denne metode implementeres i praksis krever det at en ortonormal basis for
planet konstrueres ved anvendelse af Gram-Schmidt ortogonaliseringsmetoden. Det er
derfor forholdsvis krevende at beregne alle vaegte for en facet da ortonormaliseringen
skal beregnes to gange for hver mulig deling.

8.1.15 Bemeaerkning. Man kan spgrge sig selv om de tre metoder til triangulering der indtil nu
er blevet beskrevet altid vil resultere i det samme antal trekanter — det virker umiddelbart sandsyn-
ligt at dette er tilfeldet, men en ngjere analyse af problemet kan fgre til en dybere forstaelse for
trianguleringsproblematikken. Der galder fglgende. ..

8.1.16 Saetning. En n-kant med n >3 kan ved deling n — 3 gange opdeles i trekanter.

8.1.17 Bevis ved induktion. Antag at sztningen galder for 3 < n < m. Man kan dele en m-kant i
en p- og en g-kant med 3 < p <m og 3 < g < m. Der gelder at p- og g-kanten har to hjgrner til
felles i m-kanten og derfor haves

p+q—2=nm.
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Ifglge antagelse skal man dele p-kanten p —3 gange og g-kanten g —3 gange for at dele dem i trekanter.

Antallet af gange m-kanten skal deles for at opdele den i trekanter bliver derfor
p—3+qg-3+1=(p+qg—-2)-3=m-3.

Da setningen trivielt ses at gelde for n =3 bevises s@tningen ved induktion over n > 3.

8.1.18 Introduktion af centrum. Metoden vist pa figur 8.1.D er speciel, idet man i
stedet for at treekke linier mellem de eksisterende hjgrner i n-kanten tilfgjer et nyt
punkt i centrum af n-kanten. Fra alle hjgrner treekkes sd linier sdledes at der dannes
n trekanter.

8.1.19 Barycenter. Ved at variere hvordan ,centrum“ af en facet defineres fis for-
skellige resultater. Et naturligt forslag vil vere barycentret af skaringspunkterne. Med
facetten (vq,...,v,) bliver barycentret

1 n

Ve =" ; Vj.
8.1.20 Anvendelse af mal. Problemet med dette valg er at to ska&ringspunkter som
ligger meget tet, sd at sige ,,indgdr med dobbelt vegt® i midlingen. For at komme
uden om dette problem ma man i stedet beregne et vagtet gennemsnit — men hvilken

vegt skal man tildele de enkelte sk@ringspunkter?
Svaret er, at man slet ikke skal tildele skeringspunkterne nogen vagt. I stedet skal
man midle over midtpunkterne i kanterne (v;,v;41) hvor hvert midtpunkt indgdr med
vaegt der svarer til kantens relative leengde i forhold til den samlede leengde af kanterne.

Mere precist kan man opstille fglgende definitioner:
8.1.21 Definition. Barycentret af 1-facetten (vy,v,) er
B(vi,1n) = “ _; 2,
8.1.22 Definition. Malet af I-facetten (vy,1,) er

M(vi,1v2) = v, — 1.
8.1.23 Definition. Barycentret af 2-facetten (vy, 15,13, ...,V,) sammensat af 1-facetterne
(v1,1a), (V2,13), .., (U, 1) €r
_ i M (Vi vy Bi, vgyp)
it M(vi, v igypn) '
Senere vil disse definitioner blive generaliseret til hgjere dimensioner (definition 10.1.4).

B(Ul,...,l/n)

8.1.24 Deling af tegl. Som tidligere nevnt er det de ,slyngede” facetter der er de
mest problematiske at triangulere. Det skyldes egentlig at facetten, der jo essentielt er
beskrevet ved en lukket kurve, ikke forteller nok om fladens forlgb. En mulighed er
som sagt at introducere barycentret for pa den made at konkretisere facettens forlgb,
men man kan i stedet dele teglet som indeholder facetten midt over. Derved opstdr
to nye tegl som deler en side med fire hjgrner. Disse fire hjgrner findes ikke i det
underliggende gitter, men ved interpolation kan vardier i disse hjgrner estimeres. Det
er sandsynligt at de to nye tegl indeholder facetter der er mindre ,slyngede end den
oprindelige facet. Delingsprocessen kan gentages idet ,aflange* tegl deles pa tvers af
deres lengste akse, og nar facetterne er ,jevne* nok kan de trianguleres ved en af de
tidligere beskrevne metoder.
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8.1.25 ,Generic patch®“. Denne metode skal anvendes mens der stadig er knyttet en
sammenhang mellem facetten og teglet som indeholder facetten, og den er fgrst og
fremmest anvendelig til tegl-algoritmer der konstruerer forenklede, ,store* facetter i
tegl som er opbygget af flere mindre tegl som for eksempel ,splitting-box* algoritmen
[Miiller og Stark 1993]. Fortsattes delingsprocessen uendeligt fir man den tidligere
omtalte szbehinde, men i praktiske tilfzelde mé& processen naturligvis stoppes efter et
endeligt antal skridt. En sidan flade kaldes pa engelsk for en genmeric patch — en god
dansk betegnelse for dette begreb er svar at komme pa.

8.1.26 Valg af metode. Her er nu beskrevet fire forskellige metoder til triangulering,
men hvilken metode skal man valge i praksis? De to fgrste metoder er enkle, men
her der den anden nok at foretreekke frem for den fgrste. Disse to metoder er i reglen
ikke s& velegnede til at triangulere ,slyngede“ facetter. Her vil den fjerde metode
vere at foretrekke da barycentret for facetten er et godt valg ndr man forspger at
beskrive facettens forlgb. Den tredie metode er langt den mest komplicerede og den
er nok fgrst relevant at anvende nir det drejer sig om ,store” facetter — disse kan
dannes i forbindelse med en reduktion af fladen ved fjernelse af skaringspunkter (se
afsnit 8.3.14). Konklusionen er at s& lenge det kun drejer sig om at triangulere ,,smé‘“
facetter konstrueret med den hidtil beskrevne tegl-algoritme, sd er den anden metode
nok at foretreekke.

8.1.27 Lukning af kontur. Man kan betragte triangulering af facetterne som at ,legge
sidste hand pa verket* inden det visualiseres. I samme 4dnd kan lukning af konturen
betragtes — strengt taget har dette intet med triangulering at ggre, men det vil alligevel
blive omtalt her.

Hvis der er hgje hjgrner pd randen af billedet sd er konturen ikke lukket (forudsat
at det der er ,inden i“ billedet er et objekt defineret af hgje hjgrner). At konturen
ikke er lukker er normalt ikke noget problem, men i forbindelse med for eksempel
stereolitografi s& kreeves det at konturen udggr en lukket flade, det vil sige indeslutter
et rumfang.

Billedets rand har seks ,sider, og man betragter alle dem der indeholder hgje
hjgrner én af gangen. Hvis siden kun indeholder hgje hjgrner tilfgjes hele siden som
en ,stor firkantet facet til konturfladen. Hvis siden indeholder bade hgje og lave
hjgrner vil den indeholde én eller flere konturkurver som er konturfladens skaring med
randen. Konturkurven i en sddan side er enten &ben eller lukket. Hvis den er aben, det
vil sige hvis den starter og ender pa en af de andre sider af billedet, s& lukkes den
ved at tilfgje overgangen mellem den aktuelle side og de gvrige sider sddan at det hgje
omrade afgrenses af konturkurven. Derved far man én eller flere lukkede konturkurver
som afgrenser de hgje omrader, og disse tilfgjes som ,,store” 2-facetter til konturfladen.
Nar dette er gjort for alle siderne med hgje hjgrner sa vil konturfladen vere lukket.
Da de ,store” facetter er plane er det uvasentligt hvilken algoritme der anvendes til en
eventuel triangulering.

8.1.28 Anvendelse af triangulering. Figur 8.2 viser et diagram der illustrerer hvordan
trianguleringen af facetter indarbejdes i den eksisterende algoritme. Det antages at
visualiseringsdelen er et eksternt program eller er opbygget over et standardbibliotek.
Ofte kraver det at fladen er trianguleret, og der kan tilmed vare en hastighedsgevinst
under visualiseringen hvis trekanterne presenteres pa en speciel méade (ofte i form af
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( Billede }—» Tegl-algoritme Triangulering —'

( Konturflade )——» Visualisering

Figur 8.2: Diagram der viser hvorledes triangulering af facetter passes ind i den eksisterende algoritme.

sékaldte meshes). Andre programmer og biblioteker accepterer ikke-plane polygoner som
geometriske primitiver, og dermed osse facetter, og i dette tilfelde behgver man ikke
at triangulere fladen inden den sendes til visualiseringsdelen.

8.1.29 Triangulering under visualiseringen. I stedet bliver fladen implicit trianguleret
i forbindelse med visualiseringen. Dette har flere fordele: For det fgrste slipper man
for at implementere en trianguleringsdel, og for det andet er der mulighed for at
visualiseringsdelen kan udnytte serlig grafisk hardware til trianguleringen siledes at den
samlede procestid fra billedet indleses til den ferdige flade visualiseres bliver nedsat.

P4 den anden side kan det vare at en trianguleret flade kan visualiseres hurtigere
end en tilsvarende flade som ikke er trianguleret. Derved far man en hurtigere responstid
i visualiseringsdelen pa bekostning af en lengere procestid i de forudgdende trin. Men
da visualiseringsdelen typisk er den interaktive del hvor brugeren utdlmodigt sidder ved
sin skerm og venter pad uddata, sd er dette at foretrakke.

8.1.30 Triangulering pa forhand. Hvis en opslagstabel benyttes af tegl-algoritmen kan
facetterne vere trianguleret pd forhind. Med reference til figur 7.6 sd vil den ,fir-
kantede“ facet for den svage ekvivalensklasse med signatur 3 blive trianguleret til to
facetter, lissom facetten for den svage akvivalensklasse med signatur 6 allerede bestér
af to trekantede facetter. Denne teknik benyttes i ,,marching cubes® algoritmen.

Alt i alt ma det konkluderes at spgrgsmalet om hvordan trianguleringen af fladen
realiseres afhenger af den konkrete anvendelse og hvilken computer der er tilgengelig.

8.1.31 Triangulering tilfojer intet nyt. Det er for gvrigt vaerd at bemarke at de facetter
som konstrueres af tegl-algoritmen i en vis forstand indeholder maksimal information
om fladens forlgb, i og med at facetterne kun beskrives i form af szt af skarings-
punkter. Lige sd snart facetterne skal trianguleres md man anvende enten en form for
tilfeldighed i form af en vilkarlig deling af facetterne (de fgrste to metoder), eller
en form for kriterie om ,,p@nhed“ af facetten (den tredie metode), eller en form for
interpolation (den sidste metode). Triangulering af fladen tilfgjer ikke nogen veasentlig
ny information til fladen, men er udelukkende péakravet for at afggre den ubestemthed
der er i facetternes forlgb.

Onsker man at manipulere den konstruerede flade inden den visualiseres, for eksem-
pel med henblik pd at undersgge fladens krumningsparametre, sa kan dette ofte med
fordel forega fgr fladen trianguleres.
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8.2 Estimation af normaler

8.2.1 Toning af flade. Den tredimensionale tegl-algoritme hidtil beskrevet fastlegger
geometrien af en konturflade. Denne flade kan visualiseres, for eksempel ved at anvende
Gouraud eller Phong toning [Foley et al. 1990]. Dette krever at der i hvert af fladens
skeringspunkter er fastlagt en normal som angiver den lokale orientering af fladen
i skeringspunkt. Med kendskab til belysningskildernes og betragterens position samt
fladens optiske egenskaber benyttes normalen til at beregne hvor meget og hvilken
farve lys der reflekteres mod betragteren i sk@ringspunktet. Derved fastlegges en tone
i hvert skaringspunkt.

Hver facet fir en tone som varierer hen over facetten sdledes at tonen i ,,hjgrnerne*
af facetten svarer til tonen fastlagt af skeringspunktet i det hjgrne. I praksis kreves det
at facetten er trekantet, og derfor forudsattes det i det fplgende at fladen er trianguleret
som beskrevet i afsnit 8.1. Alle facetter er dermed trekantede (og plane).

8.2.2 Gouraud og Phong toning. Ved Gouraud toning foretages en linezr interpola-
tion mellem tonerne i de tre hjgrner af trekanten. Ved Phong toning er det i stedet
normalerne i de tre hjgrner der interpoleres. Mere pracist sd skankonverteres hver
trekant hvorved en rekke punkter pa trekanten udvelges til at bidrage til de endelige
billedpunkter. I hvert af disse punkter interpoleres normalen fra hjgrnerne af trekanten
og tonen beregnes ud fra denne interpolerede normal. Phong toning er derfor mere
beregningskrevende da beregningen af tone skal gentages for hvert punkt pd trekanten
der bidrager til det endelige billede. Til gengald bliver resultatet osse bedre set ud fra
en ,fotorealistisk® betragtning.

8.2.3 Fastlaeggelse af flade normaler er derfor vigtig i forbindelse med visualisering.
Hvordan dette kan ggres er emnet for resten af afsnittet.

8.2.4 Flad toning. Normalen i hvert skeringspunkt kan fastlegges ud fra de omgi-
vende facetters geometri. En trekantet facet er plan og fastlegger dermed en normal.
Orienteringen af normalen fas som tidligere beskrevet fra orienteringen af facetten ved
anvendelse af hgjrehandsreglen. Benyttes denne normal vil der ikke vare nogen tone-
variation hen over hver facet og fladen vil fremstd med tydeligt markerede facetter. Da
hver facet ser ,,flad“ ud kan man kalde denne form for toning for flad toning efter flat
shading péa engelsk.

8.2.5 Geometrisk normal. Hvert skeringspunkt er omgivet af en rakke facetter som
hver fastlegger en normal. Disse normaler kan midles saledes at der til hvert ske-
ringspunkt fastlegges en normal. Denne normal kan sd benyttes som udgangspunkt for
Gouraud eller Phong toning. Denne normal kan kaldes for den geometriske normal,
og den er alene fastlagt ud fra fladens geometri og er uath®ngig af det underliggen-
de billede. Denne normal anvendes ofte til visualisering af flader hvor man kun er i
besiddelse af fladens form og ikke pa forhdnd har givet nogle normaler.

8.2.6 Gradient normal. Som omtalt i afsnit 4.3.14 kan man bestemme normalen til
en ®kvipotentialflade ved at bestemme gradienten af det felt som definerer fladen i det
punkt hvor normalen gnskes bestemt. Normaliseres gradienten fis den gnskede normal.
Nedenfor vil det blive beskrevet hvordan man bestemmer gradienten i hvert billedpunkt
1 3-billedet. Et skeringspunkt ligger i et 1-tegl udspendt af to billedpunkter (osse

107



kaldet hjgrner), og en gradient kan derfor bestemmes ved linezr interpolation mellem
de to billedpunkter. Denne type normal vil kan kaldes for gradient normalen.

8.2.7 Interpolation af gradient. Lad x; og x, vere de to hjgrner. Med reference til
udtrykket (6.1) og bemarkning 6.2.4 szttes

_ T — V(xl)
V(x2) — V(XZ)‘

Hvis gradienten i hjgrnet x betegnes med D(x) sid kan gradienten i skaringspunktet v
i det kritiske 1-tegl med x; og x, som hjgrner skrives som

D(v) = (1 — a)D(xy) + aD(x,).

Normalen fis som fgr nevnt ved normalisering af gradienten. I det tilfelde hvor
gradienten er nul kan man naturligvis ikke normalisere gradienten, men normalt vil
gradienten ikke vare nul i nerheden af et kritisk 1-tegl.

8.2.8 Beregning af gradient. Det vasentlige problem er derfor hvordan man bestem-
mer gradienten i hvert billedpunkt. Her kan man benytte resultater fra traditionel
todimensionale billedanalyse hvor gradienten ofte har vearet anvendt til, for eksempel,
simpel kantdetektion. Stgrrelsen af den lokale gradient giver information om styrken af
en eventuel kant og gradientens retning giver en idé om kantens orientering. Der findes
derfor adskillige filtre som giver estimater for den lokale gradient i et todimensional
billede.

Disse resultater kan naturligvis generaliseres til tre eller flere dimensioner, men
man skal passe pd inden man ukritisk anvender metoder fra traditionel billedanalyse.
Det skyldes at man har brug for den matematiske gradient og ikke bare en passende
parameter der giver information om kanter i billedet. Og den matematiske gradient
er ikke blot afhaengig af veerdifunktionen pa billedet, men osse af koordinatfunktionen,
og hvis denne funktion ikke er identiteten kan de velkendte kerner til beregning af
gradienten ikke direkte bruges. I stedet md man introducere visse modifikationer.

Indledningsvis vil det blive beskrevet hvordan man estimerer gradienter i en dimen-
sion. P4 det grundlag kan mere avancerede metoder opstilles.

8.2.9 Estimation af differentialkvotient. Fglgende er velkendt fra numerisk analyse:
Lad f: R — R vare en C* afbildning. Den har da fglgende to Taylor udviklinger i
en omegn omkring x

fx+h)=Ff(x)£f (x)h+ @hz + o(H?). (8.1)

Subtraheres de to udviklinger fas
flx+h) = flx—h) =2f' (x)h + o(H*)

som kan omskrives til




Man kan dermed opskrive en tilnermelse til f'(x) som kaldes for central differens og
som har formen

fx+h) —fx=h)
2h '

Udtrykket (8.1) kan i stedet benyttes til at opskrive
fx+h) = f(x) =f'(x)h+ o(h)
hvor andengradsledet er indeholdt i restledet o(h). Ved omordning af ledene fas

f’(x) :f(x—i_h})l_f(x) +0(1)

D.(f,h)(x) = (8.2)

som benyttes til at definere differentation ved forlens differens

Dy(f () =TEF PTG,

Tilsvarende fas baglens differens

Dy(f, ) (x) = L) —];(x _ 1)

Ved at betragte restledene i de involverede udtryk ses det forlens og baglens differens
er en orden h ,darligere end central differens.

8.2.10 Estimation af gradient. Disse tre metoder kan direkte anvendes til estimation
af gradienten i et billede P = ((X, X),V, C) safremt koordinatfunktionen C er regulaer
i alle koordinater.

8.2.11 Regulzer koordinatfunktion med konstanter ¢, for k=1, ..., n. Hvis dimen-
sionen i billedet er n og m-topologien anvendes (m = 0O eller m = n) sd er gradienten
givet ved

D= (Dy,...,D,): ""(X) = R

hvor hver enkelt komponent af gradienten fas fra den centrale differens (8.2) med h = ¢
for k=1, ..., n. Dette giver

Vi) — VO Geet)s
Dk(xj]...j,,) _ (le---(/k+1)-..1n)2Ck (le,,_(,k l)A..j,,), k=1,....n (8.3)

8.2.12 Ikke-reguleer koordinatfunktion. Hvis koordinatfunktionen ikke er reguler i alle
koordinater s& ma man vere lidt mere snedig. Lad igen en C*-funktion f: R — R
vaere givet. Man har fglgende Taylor udvikling

;. + o(h%)

Flet ) = 09 £ £ e+ T
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hvor der ikke ngdvendigvis gelder at A, = h_. Ved at betragte differensen

1 1 1 1

— hy) — —flx—h_)=|——— !

aofet ) = =) = (G = L)1) + 270 + o)
fas fglgende udtryk for differentialkvotienten

1 1
! ——y _ - _ —
16 = - (FGe+ ) =f() + 5= (F0) = e = 1)) + (1),

Dette fgrer til fglgende modificerede udtryk for den centrale differens

Do,y h )0 = 3 (D, )(8) + Dy(f,h ) ().

Dette generaliseres nemt til » dimensioner ved at erstatte udtrykket (8.3) med

Dy(x3,..5,) =

1 ( V(xj1~-~(ik+1)---jn) — V(le---jku-jn) V(xj1~~-jk~--jn) — V(le---(ik—l)~.-jn) ) (8.4)
2 \Ge(®.. Gt 1)in) = Celgedn)  Cely i) — ClXy.. (1))

Bemeark at fejlen her er af stgrrelsesordnen o(1) i stedet for o(h) som det var tilfeeldet
i (8.3), og dermed er estimatet en stgrrelsesorden ,dérligere“. Bemark osse at hvis
koordinatfunktionen er reguler sa reduceres udtrykket (8.4) til (8.3) som forventet.

8.2.13 Anvendelse af foldning Bedre estimater for gradienten i et n-billede kan fés
ved at folde billedet med en passende kerne. Udtrykket (8.3) kan i princippet omskrives
til en foldning med en 1 X 1 x ---x 3 x ---x 1 kerne hvor tretallet optreder pad den
k’te plads, og hvor dimensionen af kernen naturligvis er n.

8.2.14 Sobel kernen i tre dimensioner. Mere interessante gradient kerner fas ved at
generalisere Prewitt eller Sobel kernerne kendt fra to dimensioner [Niblack 1985]. For
eksempel er en tredimensional Sobel kerne med sidelengde tre hensigtsmaessig at an-
vende i den tredimensionale tegl-algoritme. Kernen til estimation af gradientens x-
komponent far udseendet [Analyze 1993]

-2 0 2

5o 3” |

-2 0 2

L [[~202] [-303
% |-6 0 6|,
30 3

-3 0 3
-2 0 2
Tilsvarende fas for y-komponenten af gradienten udtrykket

’ 2 3 72 3 6 3 2 3 2
Z[] 0 0 ol,] o o o, l0o o o
2 -3 2| |-3 =6 —3| |2 -3 -2

og for z-komponenten af gradienten fés

(232 [000] [-2 -3 -2
|3 63,0003 -6 -3 |
2 -3 =3 -3 |

|

En kerne til estimation af gradienten kan kun anvendes direkte hvis koordinatfunktionen
er identiteten, men ved at anvende ideerne skitseret ovenfor kan koordinatfunktionen
inddrages i foldningen hvorved et gyldigt udtryk fés.

2312 [000O0
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8.2.15 Kombination af foldning med ikke-identisk koordinatfunktion. Generelt vil en
kerne til estimation af D; opfylde

ay,. g 1 l=0 = 0.

Foldningen givet ved definition 5.4.1 kan da omskrives til

x]l ]n Z Z Z a[l ln x(jl‘Hl) (/n+ln))

ll——dl =1 In= (85)

+ Z Z Z ary. .1, V(XGy1)-Gothn) ) -

li=—d, lk=—dy Ih=—dn

Dette udtryk kan opfattes som en generalisation af udtrykket (8.2) for central differens
med h = 1. Denne observation benyttes til at generalisere udtrykkene (8.3) og (8.4). Er
koordinatfunktionen reguler i den k’te koordinat fis

Dk(le jn ( Z Z Z all ln x(/l'HI) (ln+ln))

hi= —d1 =1 In=—dp

FE T S aa Vo))

h=—-d, ly=—dy In=—dn

Hvis koordinatfunktionen ikke er reguler i den k’te koordinat fds i stedet det mere
generelle udtryk

Z[I:—d] Elkl gy, VXt .Gt 1))
Ck(x11~~-(1k+1)-~j ) Ck(le..JL..Jn)
le_—dl Yk g S an VG, Ger)
Ck(xll--JA---Jn) Ck(le---(ik—l)---jn) '

Dy (le Jn )=

8.2.16 Kontekstafhaengige metoder. Billeder, specielt medicinske billeder, vil nasten
altid indeholde diskontinuiteter, det vil sige kraftige spring i verdifunktionen. Ikke over-
raskende er estimatet af gradientet ofte darligt omkring disse diskontinuiteter. Uheldigvis
vil der ofte vare diskontinuiteter i nerheden af den kontur man gnsker at estimere nor-
maler for, da de mest interessante konturer netop representerer overgange mellem, for
eksempel, to typer vav.

Yagel et al. [1991] beskriver en metode som under foldningen kun inddrager bil-
ledpunkter fra samme kontekst 1 summen (8.5). To billedpunkter som er adskilt af
en CO eller en C! diskontinuitet hgrer til hver sin kontekst. Metoden anvendes i to
dimensioner, tilsyneladende med stor succes, og de beskriver osse hvorledes metoden
nemt generaliseres til for eksempel tre dimensioner. Det stgrste problem er i praksis at
afggre om to punkter hgrer til samme kontekst. Benyttes et ,,dérligt“ predikat til dette
vil estimatet for gradienten osse blive ,darligt“, men hvordan kvantificerer man hvor
»dérlig” en gradient er? Dette er det forste problem der skal lgses.
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8.2.17 Estimation af normaler i praksis foregir som tidligere nevnt ved at gradienten
i hver ,ende“ af den kritiske kant beregnes. Da to kritiske kanter som deler et falles
hjgrne anvender gradienten 1 dette hjgrne til at beregne normalerne hgrende til de
respektive skaringspunkter i kanterne sd er det muligt at optimere beregningen ved at
genanvende tidligere beregnede gradienter.

Dette kan man ggres ved at anvende den hash tabel teknik som er beskrevet i
afsnit 7.8.2. Som entydigt indeks for gradienten kan anvendes

H = (jamy + jo)my + ji

hvor dimensionen af billedet er m; X my X mz og hvor hjgrnet for gradienten er O-
cellen x;;,;,.

8.2.18 Forudberegning af gradient. Man kan osse forestille sig en strategi hvor man
pa forhdnd beregnede gradienten i hvert hjgrne i billedet, men det er som regel en
darlig idé da antallet af gradienter der skal anvendes nasten altid er meget mindre
end det totale antal hjgrner i billedet. Selv om beregningen kan optimeres ved at
anvende separable kerner vil det ngdvendige lagerforbrug vare stort da det ikke er
nok at gemme for eksempel lengden af gradienten normaliseret til 8 bit — alle tre
komponenter af gradienten reprasenteret som flydende-komma tal er ngdvendige. I
andre sammenhange kan gradienten dog vere nyttig, for eksempel ved kantdetektion i
billedet og her kan en eventuel genanvendelse komme pa tale.

8.2.19 Orientering af normal. En gradient normal vil ,pege mod“ de hgje hjgrner, og
dette er konsistent med den ,normalretning” der fastlegges af facetten som beskrevet
i afsnit 7.2.4. 1 de fleste tilfelde vil det dog vere sddan at de hgje hjgrner er
»inden i“ fladen, og det vil derfor vere naturligt at erstatte den beregnede normal med
den modsatrettede vektor. I den forbindelse vil det osse vare mest korrekt at vende
orienteringen af facetterne. Derved bliver det under visualiseringen muligt at afggre om
en facet vender ,bort“ fra synsretningen ved anvendelse af backfacing. Hvis fladen er
lukket og betragteren ikke befinder sig inden for fladen vil disse facetter ikke bidrage
til det endelige billede, og de behgver derfor ikke at blive skankonverteret.

8.3 Forenkling af flade

8.3.1 Komplicerede flader. En tredimensional tegl-algoritme anvendt pa medicinske da-
ta vil ofte resultere i en meget kompliceret flade, forstdet pa den mdde at der benyttes
et stort antal facetter til beskrivelsen af fladen. Det skyldes at de enkelte facetter er
af omtrent samme stgrrelse som teglene, og disse har samme stgrrelse som de enkelte
billedpunkter i billedet. For eksempel sd bestar fladen illustreret pa figur 7.15 (side 98)
af cirka 160.000 facetter.

8.3.2 Forenkling af flade. Nér en sidan flade visualiseres kan man ved inspektion ofte
finde stgrre omrdder pd fladen som er ganske jevne, men alligevel er disse omrader
opbygget af et kolossalt antal facetter. Hvis man er i stand til at ,udskifte” et stort
antal ,,sma* facetter med et farre antal stgrre i det jevne omrade uden at fladen @ndrer
sig nevneverdigt, sd kan man spare resurser dels i forbindelse med lagringen af fladen,
dels i forbindelse med visualiseringen. Da et af de ultimative mal i denne forbindelse

er at visualisere fladen i sand tid s& er dette en af de mulige veje mod dette mal.
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8.3.3 Hierarki af detaljer. Man kan abstrakt tenke pd de mulige flader som et hierarki
af forskellige skalaer eller detaljerigdomme. I bunden af hierarkiet er en meget detaljeret
flade opbygget af et stort antal ,sméd“ geometriske primitiver — nér tegl-algoritmer
anvendes er primitiverne facetter. I toppen af hierarkiet har man en meget grov model
som kun benytter et lille antal ,store” geometriske primitiver. En forenklet flade er en
flade som benytter den forngdne detaljerigdom i hver del af fladen.

8.3.4 Metoder til forenkling. Som beskrevet i afsnit 4.5.12-4.5.16 kan metoder til
forenkling af en flade opdeles i to kategorier:

1. Oppefra og ned, hvor en algoritme er i stand til at variere stgrrelsen af de
anvendte geometriske primitiver afhengigt af variationen af den flade som gnskes
konstrueret. Det skal vare muligt at anvende ,,store® primitiver i omréder med lidt
variation, mens ,,mindre“ primitiver skal anvendes i mere komplicerede omrader
af fladen.

2. Nedefra og op, hvor en detaljeret flade konstrueres hvorefter den forenkles ved
sammensmeltning af geometriske primitiver.

Den ferste type er i modsetning til den anden type ,clegant”, forstiet pd den made at
man i hierarkiet af detaljerigdomme kun gér s langt ned som det er gnsket. Med den
anden metode slipper man ikke for at konstruere den ,alt for detaljerede” flade.

8.3.5 Forenkling ,,oppe fra og ned“. Hovedparten af de algoritmer jeg har kendskab til
som arbejder ,,oppefra og ned“ kraver at det gitter som vardifunktionen er registreret pa
kan underinddeles vilkarligt [Bloomenthal 1988, Hall og Warren 1990, Schmidt 1993].
Dette er tilfeldet ved modellering af syntetiske objekter.

8.3.6 Anvendelse pa empiriske data. P4 grund af kravet om muligheden for en vil-
kérlig underinddeling af gitteret er den type algoritmer ikke umiddelbart anvendelige til
behandling af empiriske data som foreligger pa et fast gitter, men man kan naturligvis
konstruere en analytisk funktion ud fra et eksisterende tredimensionalt billede, ved for
eksempel at benytte en form for interpolation i hjgrner mellem gitterpunkterne. Det
ville derfor vere gnskeligt at undersgge anvendeligheden af algoritmerne beskrevet af
Bloomenthal [1988], Hall og Warren [1990] og Schmidt [1993] pa empiriske data, for
eksempel medicinske data.

,»Splitting-box*“ algoritmen beskrevet af Miiller og Stark [1993] som kort er beskrevet
i afsnit 4.5.17 udemerker sig i mods®tning til de ovenfor navnte algoritmer ved at
den er malrettet mod anvendelse pad empiriske data.

8.3.7 ,Nedefra og op“ algoritmer kan direkte kobles pa de tegl-algoritmer der allere-
de er beskrevet. Nar tegl-algoritmen har konstrueret hele fladen analyseres den af en
forenklingsalgoritme inden den sendes til visualiseringsdelen af programmet. Man kan
forestille sig forskellige strategier til forenkling ,nedefra og op*: Mindre geometriske
primitiver kan smeltes sammen til stgrre, for eksempel ved anvendelse af prismetree-
et [Ponce og Faugeras 1987]. I stedet kan et enkelt geometrisk primitiv fjernes og
det resulterende hul kan sa ,lappes”“. I forbindelse med tegl-algoritmer anvendes som
geometrisk primitiv facetter og skaringspunkter.
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A) Fladen fgr den centrale facet fjernes. B) Facetterne efter reduktionen. Et nyt punkt
introduceres i det oprindelige center af den
fjernede facet.

Figur 8.3: Udsnit af en en flade opbygget af facetter. Den centrale trekant markeret med grat fjernes.

8.3.8 Fjernelse af facet. Nar en facet fjernes fra en flade opstar der et hul. Dette
hul kan lukkes ved at introducere et nyt skeringspunkt midt i hullet. Hullet trakkes
sammen om dette nye punkt indtil det er lukket, og derved @ndres de omgivende
facetter. Et eksempel pa dette er vist pa figur 8.3. De facetter der deler en kant med
den facet der fjernes ,mister en kant efter reduktionen, og det betyder at trekanter
bliver til tokanter som derved forsvinder fra fladen.

Man skal bemerke at en facet kan ligge pa randen af billedet. Mere pracist sd vil
en facet der har en kant i et kritisk 2-tegl pd randen af billedet ikke kunne fjernes
uden sarlig omtanke. Man kan helt undlade at fjerne facetter af denne type, men man
kan osse kreve at det nye punkt, der normalt placeres i centret af den fjernede facet,
i stedet skal placeres i randen af billedet. Selv om facetten ligger i et ,hjgrne* af
billedet kan dette lade sig ggre da der blot kommer flere band pad placeringen af det
nye punkt.

8.3.9 Estimation af midtpunkt. Punktet ,midt i“ hullet kan estimeres ved at beregne
barycentret af den facet der fjernes. Som beskrevet i afsnit 8.1.19-8.1.20 kan dette
ggres pa to mader — en simpel og en avanceret.

8.3.10 Udveelgelse af facetter. Det virkelige problem er at afggre hvilke facetter der
skal fjernes. ,,Sma“ facetter er oplagte kandidater, men i omrader af fladen hvor der
sker store forandringer kan facetterne godt vere ,sma“, men det er alligevel ikke
serligt hensigtsmeessigt at fjerne disse facetter. Bedre er det at estimere en lokal
,ujevnhedsparameter eller krumning.

8.3.11 Forslag til parameter. For en ,matematisk” flade (det vil sige reguler flade)
kan man definere en stgrrelse som kaldes den maksimale principale krumning k 1 hvert
punkt pd fladen. At bestemme denne stgrrelse i et givet punkt svarer intuitivt til at
bestemme radius r af en kugle som har falles tangetplan med fladen i det givne punkt.
Kuglen skal vere den stgrste som fladen lokalt kan ,krumme omkring®. Der gelder da
at k=1/r.

8.3.12 Estimation af krumning. Turk [1992] skitserer en metode hvorved k kan esti-
meres i hvert skaringspunkt. Skeringspunktet 1, er knyttet til m nabo-skeringspunkter
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Figur 8.4: Illustration af hvorledes den maksimale principale krumning bestemmes. Se teksten for en
nermere forklaring.

(vi,...,Vn) via m 1-facetter. For hvert af nabo-skeringspunkterne v; estimeres en krum-
ningsradius som fglger (se figur 8.4): Forbindelseslinien v; — vy mellem vy og v; spejles
i linien fastlagt af normalvektoren N(1g) i vo. Antag at N(vp) ikke er ortogonal pa
v; — vp. Derved udspender v; — 1y og dets spejlbillede et plan. Punktet (v; —vp)/2 + vo,
halvvejs mellem vy og v;, og det tilsvarende punkt i spejlbilledet fastlegger den cirkel
i planet udspendt af de to linier der har de to linier som tangent i de to punkter.
Radius r; af denne cirkel benyttes som estimat for krumningen k; = 1/r;. I det tilfelde
hvor N(vp) er ortogonal pad v; — v sa&ttes k; = 0.
Beregningen af k; kan realiseres ved fgrst at beregne

[N Go) - (v = vo)]

Vi — v

. = arccos

Hvis a = 7/2 s& s®ttes k; = 0. Ellers anvendes

2

foj = ———————,
|I/,‘ — I/0| tan o

Den maksimale principale krumning i v, sattes til
k(vg) = max k;.

Ifplge Turk [1992] er dette estimat til tider ,ulineert”, og han foreslar derfor at krum-
ningen i hvert skeringspunkt midles med krumningen af nabo-sk@ringspunkterne. Da
,krumningen“ af en facet er den interessante stgrrelse i forbindelse med forenkling ved
fiernelse af facetter, er det derfor naturligt at s@tte denne til middelverdien af krumnin-
gen af de skaringspunkter der indgér i facetten. For facetten ¢ = (vy,...,v,) defineres
krumningen af facetten som

K@) = - S k(w).

Rz

Hermed far man et mal for hvor voldsomt fladen varierer hen over facetten — en stor
veerdi af k(¢p) betyder en stor variation.
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( Billede

v

Triangulering —)( Konturflade >—> Visualisering

Figur 8.5: Diagram der viser hvorledes forenkling af fladen passes ind i den eksisterende algoritme.

Tegl-algoritme > Forenkling ~|

8.3.13 Forslag til reduktionsalgoritme. Givet en flade opbygget af facetter, kan man
konstruere en sorteret liste af facetterne ordnet efter stgrrelsen af krumningen k. S&
fjerner man den facet med mindst k. Dette forandrer facettens naboer hvorved de far
en ny verdi af k. Nogle facetter forsvinder tilmed, nemlig de trekanter der delte en
kant med den fjernede facet. Dette giver anledning til en forandring af den sorterede
liste af facetter, men da listen er sorteret kan man ved for eksempel binzr sggning
forholdsvis hurtigt opdatere denne. Man kan blive ved med at fjerne facetter fra starten
af listen indtil en given terskelverdi for k nds.

En given implementering skal vare baseret pa datastrukturer der er i stand til at
handtere den sorterede liste af facetter, lissom information om en facets naboer skal
vere tilgengelig s& fjernelsen af en facet kan ggres effektivt. Benyttes en af de
hierarkiske representationer af fladen som er beskrevet i afsnit 7.7 si er det forholdsvis
enkelt at bestemme en facets naboer.

Jeg har arbejdet med en prototype af den skitserede algoritme og resultaterne ser
lovende ud. Desveerre har det ikke inden afslutningen af dette speciale vere muligt at
bearbejde nogle ,,ordentlige” data (det vil sige data som er mere komplicerede end smd
kugleflader og lignende). Det skyldes at prototypen er implementeret i Perl som er et
godt programmeringssprog til aftestning af prototyper — desvarre si bliver prototyperne
meget langsomme og derfor kan kun meget enkle flader handteres i praksis.

8.3.14 Fjernelse af skeeringspunkt. I stedet for at fjerne en facet kan man fjerne et
skeringspunkt. En sddan algoritme er beskrevet af Schroeder et al. [1992] og den
vil nemt kunne tilpasses flader som er opbygget af facetter i stedet for blot trekanter.
Det ,hul“ der opstér i fladen nér skeringspunktet fjernes skal lukkes og dette foregér
nemmest ved en triangulering af ,hullet“. I den forbindelse kan nogle af de mere
avancerede metoder til triangulering beskrevet i afsnit 8.1 méske anvendes med fordel.

8.3.15 Anvendelse af forenkling. Figur 8.5 indeholder et diagram der angiver hvordan
forenkling af fladen indarbejdes i den eksisterende algoritme. Det er klart at forenklin-
gen skal foregad fgr konturen trianguleres.
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Kapitel 9

Mere om tegl-algoritmer

9.1 Trappeeffekten

9.2 Anvendelse af n-topologien
9.3 Triangulering af tegl

9.4 Marching cubes

9.5 Noter og litteratur

Dette kapitel omfatter de emner som ikke rigtig hgrer til de gvrige kapitler og er derfor
en blandet landhandel.

Fgrst omtales den s3kaldte trappeeffekt. Dette er en form for aliasing der kan opstd
nér en tegl-algoritme anvendes til konstruktion af en kontur.

Derefter undersgges hvordan man kan konstruere konturer i billeder udstyret med
n-topologien. Dette fgrer til en interessant modifikation af den tredimensionale tegl-
algoritme.

I afsnit 9.3 omtales hvordan tegl kan trianguleres saledes at man i stedet kan an-
vende en tegl-algoritme med simpliciale tegl. Specielt sammenhangen med problemerne
omkring flertydighed er interessante.

I afsnit 9.4 beskrives forskellen mellem den her beskrevne tegl-algoritme og ,,mar-
ching cubes* algoritmen. Hermed bringes det definitive svar pd hvorfor ,,marching
cubes* somme tider konstruerer flader med fejl. Til slut er der et afsnit med henvisnin-
ger til litteraturen hvor dette problem og andre emner om tegl-algoritmer er diskuteret.

9.1 Trappeeffekten

Denne effekt er et uheldigt resultat af den diskrete registrering af maleverdier og den
binere klassifikation af hjgrner i hgj og lav. Effekten optreder bdde i to og i tre
dimensioner, men den er nemmere at forstd hvis den forklares i to dimensioner.

9.1.1 Eksempel. Betragt et sort-hvidt billede som bestir af en hvid og en sort halv-
del. Gitteret som billedet registreres pa er placeret pa skrd i forhold til skillelinien
mellem sort og hvidt som vist pa figur 9.1. Algoritmens opgave er at bestemme denne
skillelinie.

Néar vinklen mellem en af gitterets akser og skillelinien er passende (for eksem-
pel 15°) sa vil den konstruerede kurve ikke vare en ret linie, men en tydelig trappe-
formet linie.

Dette skyldes at de fleste kritiske tegl er i samme sterke ®kvivalensklasse, i dette
tilfeelde 3, og konturen i hvert af disse tegl er den samme da billedet er binart. Hvis
billedvaerdierne for sort og hvid er 0 og 1 og man benytter 0 < 7' < 1 som terskelvaerdi
samt udtrykket (6.1), sa vil alle skeringspunkter i alle kritiske kanter vere 1 afstanden
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Figur 9.1: Et binart billede registreret pa et gitter. Algoritmen er anvendt med terskelverdi 7 = 1/2
hvorved den tydeligt trappeformede kontur fremkommer.

T fra det lave hjgrne (forudsat at koordinatfunktionen er identiteten). P4 figur 9.1 er
T = 0,5 anvendt som eksempel.

Nér facetter fra disse tegl settes sammen vil det give en ret linie som forlgber
parallelt med en af gitterets akser (der jo er vinklet i forhold til skillelinien som gnskes
bestemt). Ind imellem vil der vare et tegl af en anden sterk skvivalensklasse end den
ovenfor beskrevne, og den facet der konstrueres i dette tegl ,bringer linien pd plads®
fordi den er kommet for langt vak fra skillelinien. Dette vil fremstd som et knzk eller
et trappetrin pd en ellers ret linie, og fenomenet kaldes derfor for trappeeffekten.

9.1.2 Arsagen til problemet er blandt andet at der mistes information ndr det oprin-
delige felt registreres pa gitteret. Man kan nemlig ikke lengere udtale sig om kurvens
detaljerede forlgb inden for hvert tegl da man kun har oplysninger om feltets verdi
i teglets hjgrner. I stedet optreeder der den i eksemplet viste form for aliasing som
afheenger af gitterets orientering. Et andet problem er. ..

9.1.3 Antagelsen om linezer variation. Udtrykket (6.1) benyttes til at fastlegge skea-
ringspunkterne, men hermed antager man at feltet tilnermelsesvis varierer linezrt. Ofte
har feltet mere karakter af en trin-funktion hvor feltet springer mellem to verdier (eller
verdiomrader). Dette er oplagt i ovenstdende eksempel hvor billedet er binzrt, men
gelder osse for eksempel medicinske billeder hvor de forskellige organer har forskellige
verdier som samtidig er rimelig konstante for hvert organ. Dette ggr at skeringspunk-
ternes placering, givet ved (6.1), egentlig er helt vilkarlig, men pa den anden side kan
man ikke angive et bedre estimat sa l®nge feltet har denne ,trin-karakter.

9.1.4 Lavpas filtrering kan benyttes til at reducere trappeeffekten. Midlingsprocessen
ggr at feltets ,trin-karakter formindskes, og konstruktionen af facetten i et kritisk tegl
er nu ikke kun baseret pa vardien i teglets fire hjgrner, men osse i mindre grad pa de
omkringliggende hjgrner som indirekte inddrages via filtrets kerne.

9.1.5 Eksempel. P4 figur 9.2 er vist konturen der fremkommer nar billedet pa figur 9.1
lavpas filtreres. Mere pracist, sd er der foretaget en foldning af det binere digitale
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Figur 9.2: Det samme binzre billede som i figur 9.1. Denne gang er billedet fgrst lavpas filtreret inden
algoritmen er anvendt med terskelvaerdi T = 1/2. De fgr sd markante ,trappetrin® er nu blevet udjevnet
ganske godt.

billede vist pa figur 9.1 med Gaul kernen givet ved

1 1 21
[alllz] = ﬁ 2 4 2
1 21

Resultatet er et billede vist pa figur 9.2 som ikke lengere er binzrt, men som stadig
indeholder de samme hgje og lave hjgrner som i det oprindelige billede. De nye
billedverdier er ikke vist, men den konstruerede kurve for terskelverdien T = 1/2
er vist. Man ser at den fglger den ,korrekt skillelinie langt bedre end i det fgrste
eksempel.

9.1.6 Kontekstafhaengig lavpas filtrering. Det kunne umiddelbart se ud som om den
konstruerede kontur bliver mere pracis hvis billedet fgrst lavpas filtreres, men man skal
huske pd at en lavpas filtrering osse er med til at udslette detaljer. Denne reduktion
af detaljer vil ofte vaere ugnsket i omradder med mange lav/hgj overgange. Derfor kan
man forestille sig at man udvikler en kontekstafheengig lavpas filtrering som afhengigt
af konteksten bidrager til at udjevne trappeeffekten uden dog at vigtige detaljer bliver
fiernet. Denne filtrering kan eventuelt indbygges direkte i tegl-algoritmen siledes at kun
de billedpunkter som indgér i beregningen af konturens skaringspunkter bliver filtreret.
9.1.7 Bemaerkning. Det er ikke givet at alle tegl vil bibeholde deres signatur efter en lavpas
filtrering. Dette afhanger dels af den benyttede kerne og dels af terskelvaerdien. Hvis billedet er binart
og terskelvaerdien er 0 < T < 1 s& kan man dog opstille en tilstrekkelig betingelse for at teglene ikke
@ndrer signatur. Kernen er pé formen [ay;,| med —d; < Ij <di og —dy < I, < dy, og det antages at
den opfylder

a, >0, D ay, =1 ©.1)

I,k

hvor den dobbelte sum over alle koefficienter i kernen er skrevet kort. I praksis vil en kerne til lavpas
filtrering opfylde nogle flere krav, for eksempel at kernen er ,symmetrisk®, men dette er ikke vasentligt
i den fglgende diskussion.
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Det filtrerede billedpunkt far verdien givet ved definition (5.4.1) som kan omskrives til

V/(lejz) = aOOv(lejz) + Z ann, V(x(i|+11)(jz+lz))'

170
h#0

Antag at hjgrnet x;;, er lavt. Dette giver fglgende udsagn

V) =0 = V() = > an, V(5Gan)Gati)) < D anp = 1 — doo

h#0 L#0
h#0 L#0

hvor uligheden fis fra det faktum at billedet er binert og at aj;, > 0. En tilstrekkelig betingelse for at
et lavt hjgrne ikke skifter status méd derfor veare

l—ap<T.

Antag dernast at hjgrnet x;;, er hgjt. Da fas fglgende udsagn

V) =1 = V(%) = a0+ Y, anV(XGn)atn)) = doo
h#0
1;?,:0
hvor den sidste ulighed fas fra (9.1). En tilstrekkelig betingelse for at et hgjt hjgrne ikke skifter status
maé derfor vaere

agp > T. 9.2)

Sammen med (9.2) givet dette at lav/hgj status af hjgrner i billedet bevares under en lavpas filtrering
hvis der gazlder

1—agp <T < ap

og dette kan kun vare opfyldt hvis

1
app > 5
Bemerk at ovenstiende udledning forudsetter at billedet er binert. Er det ikke det kan man ikke komme
med tilsvarende generelle udsagn.

Man kan se at eksempel 9.1.5 ikke opfylder betingelsen da agy = 1/4. Alligevel er der ingen tegl
der skifter signatur under filtreringen i eksemplet, men havde der for eksempel varet et lavt hjgrne
omgivet af lutter hgje hjgrner sa ville dette hjgrne have skiftet status.

Ovenstiende argumenter lader sig direkte generalisere til tre dimensioner hvor samme resultat fés.

9.1.8 Eksempel. Ud fra det billedet i figur 9.1 er det er muligt at beregne normalerne
i alle kurvens skeringspunkter som beskrevet i afsnit 8.2. Gradienten i hvert hjgrne 1
billedet estimeres med en todimensional Sobel kerne hvor x-komponenten er givet ved
kernen

| -1 0 1
[01112125 -2 0
-1 0 1
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Figur 9.3: Det samme billede som i figur 9.1. Normalerne til kurven er beregnet i skeeringspunkterne ved
anvendelse af et Sobel filter og vist som pile. Omkring ,trappetrinene er normalerne stort set ortogonale
pa skillelinien mellem sort og hvid.

og y-komponenten er givet ved

1 1 2 1
[alllz] = g 0 0 0
-1 -2 -1

Pa figur 9.3 er normalerne i hvert skeringspunkt for kurven indtegnet. Selv om vekto-
rernes retning varierer langs kurven md man alligevel sige at de alle er tet pd at vere
vinkelrette pA den underliggende skillelinie mellem sort og hvidt, og det er den linie
konturen skal approksimere.

Jeg skal indrgmme at eksemplet ikke er helt overbevisende langs de vandrette stykker
af konturen, men jeg vil alligevel komme med fglgende pastand:

9.1.9 Anvendelse af normaler kan vere med til at mindske trappeeffekten forstiet pd
den méade at normalerne indeholder information som kan bidrage til mere precist at
forsta forlgbet af en kontur.

Hvordan dette ggres i praksis i to dimensioner er ikke &benbart, men i tre dimen-
sioner (hvor trappeeffekten osse optreder) er det som oftest hensigten at visualisere den
flade der bliver konstrueret. Anvendes en toning som afh@nger af normalerne 1 ska-
ringspunkt vil de ellers bratte overgange i fladens toner, som der normalt vil forekomme
ved ,trappetrin®, blive udjevnet af normalernes (forhdbentlig) mere regelmassige forlgb.

9.1.10 Form kontra tone. Ved visualiseringen af en flade vil den kvalitative opfattelse
af fladens detaljer hos betragterne fgrst og fremmest vere bestemt af variationen af
tonerne omkring detaljerne. Om detaljerne af fladen indeholder sma ,trappetrin® er ikke
sd vigtigt nar blot tonernes variation er tro mod det objekt der modelleres. Det er
derfor vigtigt at man er i stand til at komme med gode estimater for fladens normaler
(se afsnittene 4.3.14 og 8.2).

Det er dog ikke altid at tonen er i hgjsedet. Néar man for eksempel konstruerer
en fysisk model, i for eksempel kunststof, af en kontur fra af en tredimensional tegl-
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algoritme, har man ikke mulighed for at benytte informationen fra normalerne. Det er
formen, og intet andet, der fastlegger modellen og dermed vores kvalitative opfattelse
af den. Det er 1 dette tilfelde at trappeeffekten bliver meget fremtreedende og det
er hensigtsmassigt at anvende andre algoritmer end de her beskrevne tegl-algoritmer
[Swaelens 1992].

9.2 Anvendelse af n-topologien

9.2.1 Anvendelse af 0-topologien. Hidtil har billederne anvendt i forbindelse med tegl-
algoritmerne varet udstyret med O-topologien. Valget af topologi er mest af ,.filosofisk*
art. For eksempel er de beskrevne tegl-algoritmer beskrevet karakteriseret ved at skea-
ringspunkter er placeret i 1-cellerne i billedet. Der er intet til hinder for at modificere
en tegl-algoritme sa skaringspunkterne bliver placeret helt andre steder selv om O-
topologien anvendes. P& den anden side vil det maske vare vanskeligt at forstd en
sddan modificeret algoritme hvis anvendelsen af O-topologien fastholdes, lissom algorit-
mer til rumfangsgengivelse oftest er meget lettere at forstd nar de beskrives inden for
rammerne af n-topologien.

9.2.2 Anvendelse af n-topologien. Det er derfor naturligt, efter studiet af billeder med
0-topologien, at fortsette med at studere billeder udstyret med n-topologien, for at se om
det er muligt at opstille algoritmer til konstruktion af konturer. Det er netop hvad dette
afsnit vil handle om, men i modsatning til de tidligere afsnit hvor tegl-algoritmerne
er beskrevet meget detaljeret, sd vil denne gennemgang vere langt mere overfladisk og
efterlade nogle abne spgrgsmal. P& trods af dette synes nogle af resultaterne ganske
interessante.
Som sadvanlig startes 1. ..

9.2.3 To dimensioner. Cellerne i billedet som har verdier og koordinater er nu 2-
cellerne. En 2-celle kan vare hgj eller lav. Mellem 2-cellerne er der 1-celler eller
kanter. En kant er kritisk hvis den ligger mellem to 2-celler som har forskellig lav/hgj
status.

9.2.4 Placering af skeeringspunkt. En simpel algoritme til konstruktion af en kontur
ville placere skeringspunkter midt i hver kritisk kant og forbinde disse til en sam-
menhangende kontur. Dette er dog ikke en s@rlig interessant algoritme da den minder
meget om den todimensionale tegl-algoritme bortset fra at skeringspunkterne altid er
placeret midt mellem to billedpunkter.

I stedet kan man udnytte den (,filosofiske*) frihed man har til at placere skerings-
punktet hvor som helst i den kritisk kant. Dette er vist pa figur 9.4. Ved at forskyde
skeringspunkterne passende i hver kritisk kant opndr man at konturen fir et mere jevnt
forlgb. Dette gazlder bide omkring ,hjgrner” i konturen og ved ,trappetrin® der opstér
som fglge af trappeeffekten.

Til sammenligning kan pa figur 9.5 ses det samme billede, denne gang udstyret med
0-topologien, med en kontur konstrueret med den todimensionale tegl-algoritme.

9.2.5 Anvendelse af gravitation til forskydning af skaeringspunkter. For at forskyde
skeringspunkterne anvendes fglgende uformelle metode: Billedpunkter i omegnen af
hver kritisk kant undersgges med henblik pa at fastlegge en gravitation som forskyder
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Figur 9.4: Et todimensionalt binert billede udstyret med n-topologien. En kontur er konstrueret som
adskiller de hgje fra de lave billedpunkt og de mgrke skiver markerer skaringspunkterne for denne
kontur.

Figur 9.5: Det todimensionale billede pa figur 9.4 udstyret med O-topologien. En kontur er konstrueret
for terskelverdien 7 = 1/2 ved hjzlp af den todimensional tegl-algoritme.

A) Lav/hgj status af a, b, ¢ B) Gravitationen er —2. C) Gravitationen er 1.
og d undersgges.

Figur 9.6: Omegn af kritisk kant der undersgges for at forskyde skeringspunktet.
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skeringspunktet i kanten. Pa figur 9.6.A er denne omegn illustreret i det tilfelde hvor
den kritiske kant er vandret og hvor det hgje billedpunkt er over det lave. Der er
tre andre tilfeelde som er fuldstendig analoge, men for at undga ungdvendige detaljer
beskrives kun det illustrerede tilfalde.

9.2.6 Beregning af gravitation. Til at begynde med er skaringspunktets gravitation O.
Denne gravitation modificeres efter fglgende system:

1. Hvis a er hgj mindskes gravitationen med 1,
2. hvis b er hgj gges gravitationen med 1,

3. hvis ¢ er lav mindskes gravitationen med 1, og
4. hvis d er lav gges gravitationen med 1.

Efter dette system vil gravitationen vere en af verdierne {—2,—1,0,1,2}. Denne verdi
angiver hvor pd kanten skeringspunktet skal befinde sig — er gravitationen —2 skal
skeringspunktet vere lengst til venstre, mens en gravitation pad 0 giver en placering
midt i kanten og sd fremdeles. Der er vist to eksempler pa dette pd figur 9.6.B
og 9.6.C.

9.2.7 Tre dimensioner. Ideen med at forskyde skeringspunktet lader sig uden videre
generalisere til tre dimensioner. I dette tilfelde er det sider (det vil sige 2-celler) der
kan vere kritiske og skeringspunktet kan frit placeres i denne 2-celle. Forskydningen
i hver af de to retninger i siden foregdr uafhengigt af hinanden. Med andre ord si
er skeringspunktet gravitation denne gang med todimensional vektor hvor hvert element
antager verdier mellem —2 og 2.

9.2.8 Anvendelse af tegl-algoritmen. Denne anvendelse af n-topologi har hidtil ude-
lukkende tjent til at demonstrere hvordan skzringspunktet mellem et hgjt og et lavt
billedpunkt kan justeres ud fra verdien af omgivende billedpunkter for at opnd en mere
glat kontur. Det betyder at man er i stand til at anvende en tegl-algoritme til at fast-
legge sammenhengen mellem skeeringspunkterne. Kun beregningen af skaringspunktets
placering skal modificeres.

Set i det lys er det nerliggende at bibeholde estimationen af skaringspunktets pla-
cering mellem det lave og det hgje billedpunkt ved line®r interpolation givet ved (6.1).
Nu kan skeringspunktet blot osse flyttes i et plan ortogonal pd den kritiske kant hvor
Hkritisk kant“ er en kant i O-topologien.

9.2.9 Begrezensning af forskydning. For at undga at facetter bliver selvgennemske-
rende, eller pd anden made forvredne, er det ngdvendigt at indskrenke ,udsvinget til
siden“ af skeringspunktet nar det ikke er placeret midt mellem det hgje og det la-
ve billedpunkt. Hvis man begrenser skaringspunktets placering til en bipyramide med
toppunkter i de to billedpunkter og grundplan i n-topologiens kritiske side, kan man
se at hvert muligt skaringspunkt ligger i disjunkte mengder givet ved bipyramiden for
skaringspunktet.
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9.2.10 Mulighed for sammenfald af skaeringspunkter. Da bipyramiderne kun har dis-
junkte indre er der mulighed for sammenfald af skeringspunkter hvis den numeriske
vaerdi af gravitationen er 2 da skaringspunktet sd vil ligge pd randen af bipyramiden.
Det betyder at der kan optrede en ny form for udartede skaringspunkter som ikke
umiddelbart kan opdages ved anvendelse af den hash tabel teknik som er beskrevet i
bemerkning 7.8.4.

Dette kan lgses pa forskellige mader: En metode vil vere at benytte et passende
produkt af skeringspunktets koordinater afrundet nedad til narmeste heltal som indeks
i hash tabellen. To skaringspunkter med ens indeks som ikke er ens kan skelnes ved
en sammenligning af deres eksakte koordinater. Dette introducerer forskellige problemer
omkring pracision og sammenligning af flydende-komma tal pd computer, men disse
problemer er ikke uoverstigelige.

9.2.11 Variationer af algoritmen. Det er flere ting der kan varieres i den ovenfor
skitserede algoritme. For eksempel kan man, nir man beregner skeringspunktets for-
skydning, inddrage verdien af de omgivende billedpunkter i stedet for blot deres lav/hgj
status. Gravitationen kan osse ,,omvendes” ved i afsnit 9.2.6 at ombytte lav med hgj
samtidig med at gravitationerne skifter fortegn. Endelig er det ikke sikkert at ideen
med bipyramiden skal anvendes da et skaringspunkt som er ,ner* toppen af en af
pyramiderne ikke er forskudt nevnevardigt i forhold til et tilsvarende skeeringspunkt
placeret af tegl-algoritmen. Disse ideer bgr undersgges for at afggre om de med fordel
kan anvendes til at konstruere konturflader.

9.3 Triangulering af tegl

Indtil nu er et plant billede blevet overdekket med kvadratiske tegl og et rumligt
billede med kubiske tegl, men det er klart at osse andre tesseleringer er mulige. Den
enklest tenkelige tesselering er en overdekning af planet med trekanter og rummet med
tetraedre (det vil sige en overdekning med simpleks).

9.3.1 Simpliciale tegl-algoritmer. De hidtil beskrevne tegl-algoritmer kan stort set an-
vendes uzndrede nar simpleks benyttes som tegl. Dog er der en rekke forenklinger:
Antallet af @kvivalensklasser er reduceret. I to dimensioner er der 23 = 8 sterke akvi-
valensklasser og tre svage akvivalensklasser, mens der i tre dimensioner er 2* = 16
steerke &kvivalensklasser og fire svage @kvivalensklasser. Endvidere optreder der ingen
flertydige tegl da simpleks ikke har diagonaler mellem hjgrner.

9.3.2 Uorganiserede data. Har man uorganiserede skalardata, det vil sige data som
ikke falder pa et gitter, kan man foretage Delaunay triangulering af disse data [Okabe
et al. 1992] hvorefter en tegl-algoritme med simpliciale tegl kan anvendes. Derved kan
en kontur konstrueres.

9.3.3 Triangulering af tegl. Oftest er data dog registreret pa et kubisk gitter og sa
er det ikke naturligt at anvende simpleks som tegl. Alligevel kan man ga fra de
sedvanlige tegl til simpliciale tegl ved at triangulere de kubiske tegl.

9.3.4 Asymmetrisk triangulering. Det s@dvanlige tegl i to dimensioner er et kvadrat.
Dette kan trianguleres ved at tilfgje en diagonal hvorved der dannes to trekanter som
vist pd figur 9.7.A. Som man kan ser er der to symmetriske trianguleringer som
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A N 7N

A) To komplement®re trianguleringer af et 2- B) Et flertydigt tegl. Det hgjt og det lavt
tegl. sammenh@ngende alternativ valges afhengigt
af trianguleringen.

C) To komplementzre trianguleringer af et lille billede.

Figur 9.7: Asymmetrisk triangulering i to dimensioner.

B X

A) Triangulering af et 2-tegl. Bemark at der B) Et flertydigt tegl. Flertydighed afggres i
introduceres et hjgrne i centrum af det oprin- realiteten ved estimationsmetoden.
delige tegl.

Figur 9.8: Symmetrisk triangulering i to dimensioner.

man kan kalde for komplementeere. Dette ggr at en triangulering af et helt billede
mé anvende halvt af hvert alternativ som vist pad figur 9.7.C hvor to komplementare
trianguleringer er vist. Denne form for triangulering kan kaldes for asymmetrisk da der
introduceres en asymmetri ved at valge ét af de to symmetriske alternativer.

9.3.5 Flertydighed. Et flertydigt tegl som trianguleres asymmetrisk bliver delt op i to
ikke-flertydige tegl. Dette er vist pd figur 9.7.B hvor de resulterende facetter osse er
vist. Man kan se at det hgjt sammenh@ngende alternativ bliver anvendt i det ene
tilfelde, mens det lavt sammenhangende alternativ bliver anvendt i det andet tilfelde,
det vil sige i det komplementere tilfelde.

Det betyder at et (tilfeeldigt) valg af én af to mulige asymmetrisk trianguleringer
afggrer flertydighed. Dette kan virke utilfredsstillende, og i stedet kan man foretage
en. ..

9.3.6 Symmetrisk triangulering. Ved at tilfgje begge kvadratets diagonaler fas fire
trekanter som vist pa figur 9.8.A. Problemet er at man ma tilfgje et hjgrne i skaringen
af de to diagonaler, og da billedets vardifunktion V ikke er defineret i dette hjgrne mé
man estimere en verdi af V for eksempel ved at beregne gennemsnit af de fire gvrige
hjgrner. Ikke overraskende kaldes denne form for triangulering for symmetrisk.
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Figur 9.9: To komplementzre trianguleringer af et kubisk tegl som resulterer i fem tetraedre.

Nwiia
P

Figur 9.10: En eksploderet tegning af en symmetrisk triangulering af et kubisk tegl. Der er i alt 24
tetraedre, og pilene i midten markerer det oprindelige centrum af kubusen hvorfra de seks pyramider
hver bestdende af fire tetraedre er skubbet ud fra.

9.3.7 Estimationsmetoden. Et flertydigt tegl som trianguleres symmetrisk bliver delt
op i fire tegl som ikke kan vare flertydige. De facetter der konstrueres kommer dog til
at afheenge af lav/hgj status af det centrale hjgrne der introduceres med trianguleringen.
Pa figur 9.8.B kan man se at et hgjt (lavt) centralt hjgrne giver det der svarer til det
hgjt (lavt) sammenh@ngende alternativ i det ikke triangulerede tilfelde.

Overvejer man det kan man se at symmetrisk triangulering afggrer flertydighed pa
samme made som hvis man anvender estimationsmetoden.

9.3.8 Komplicerede facetter. Prisen er dog at facetterne kompliceres da der introduce-
res flere skeringspunkter. Dette gzlder sdvel i det asymmetriske som i det symmetriske
tilfelde. I det symmetriske tilfelde skal man endog estimere vardien af en rekke nye
hjgrner. Det er derfor tvivilsomt om man vinder sd meget ved at ga over til simpliciale
tegl (med mindre data fra starten foreligger pa et simplicialt gitter).
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9.3.9 Tre dimensioner. De to hidtil beskrevne former for triangulering af et kvadratisk
2-tegl kan nemt generaliseres til tre dimensioner. De to komplementere asymmetri-
ske trianguleringer er vist pd figur 9.9 og den symmetriske triangulering er vist pa
figur 9.10.

9.3.10 Asymmetrisk triangulering. Nar et tredimensionalt billede trianguleres asymme-
trisk bliver de seks narmeste naboer til et kubisk tegl trianguleret komplementart for
at sikre konsistens. Dette skyldes at de diagonaler der introduceres i siderne af ku-
buserne skal ,,passe sammen”. Derved opnds automatisk at halvt af hver af de to
komplementare alternativer anvendes.

Om flertydighed galder der at 2-flertydighed afggres ved valg af én af de to
komplementere trianguleringer, mens 3-flertydighed altid bliver afgjort ved anvendelse
af det adskillende alternativ.

9.3.11 Symmetrisk triangulering. Anvendes symmetrisk triangulering skal verdien af
syv nye hjgrner estimeres, men si bliver man osse i stand til at afggre sével 2- som
3-flertydighed. Prisen er, ud over de mange estimater der skal beregnes, osse nogle
temmelig komplicerede facetter: Hvis for eksempel det oprindelige kubiske tegl har ét
hgijt hjgrne er facetten en trekant, men efter en symmetrisk triangulering vil facetten
bestd af mindst seks trekanter!

9.3.12 Konklusion. Det er klart at anvendelsen af simpleks som tegl i stedet kvadra-
tiske eller kubiske tegl forenkler tegl-algoritmerne, men s@dvanligvis foreligger data nu
engang pi et kubisk gitter og anvendelsen af simpleks som tegl er derfor ikke helt
enkel.

Asymmetrisk triangulering er ikke i stand til at afggre flertydighed tilfredsstillende 1
modsaztning til symmetrisk triangulering der klarer dette fuldt tilfredsstillende. Desverre
bliver ,prisen” temmelig hgj da der estimeres vardier i nye hjgrner, og de resulterende
facetter er mere komplicerede. Da antallet af flertydige tegl i reglen ikke er sarlig stort
ville det vere mere gnskeligt om man havde en algoritme der kun introducerede disse
,komplikationer” i de flertydige tilfeelde. Men sidan en algoritme er allerede beskrevet
— det er en tegl-algoritme der afggrer flertydighed ved estimationsmetoden.

Man kan osse tenke sig en (tredimensional) algoritme der behandler alle ikke-
flertydige kubiske tegl som tidligere beskrevet, men som i de flertydige tilfelde anvender
symmetrisk triangulering hvorefter en tegl-algoritme baseret pa simpliciale tegl anvendes.
En sddan algoritme ville vere i stand til at handtere 3-flertydighed tilfredsstillende.

Anvendelsen af simpliciale tegl i forbindelse med analytiske felter til modellering af
syntetiske objekter er noget som kan vise sig at vaere frugtbart. Endnu mangler dette
dog at blive undersggt i detaljer.

9.4 Marching cubes

Selv om Lorensen og Cline [1987] ikke anvender begreber som symmetrigruppe og
wkvivalens i deres beskrivelse af ,marching cubes® algoritmen sa er det essentielt disse
formelle begreber de anvender. Men de anvender en anden symmetrigruppe.

Nar hjgrnerne i et kritisk tegl far deres lav/hgj status inverteret, sdledes at hgj
bliver til lav og lav bliver til hgj, sd kan den samme facet anvendes til at adskille
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de hgje fra de lave hjgrner. Denne symmetrioperation, der permuterer med de @vrige
symmetrioperationer, kan tilfgjes til G sdledes at gruppen fir i alt 92 elementer.

Med denne symmetrigruppe fas fjorten svage @kvivalensklasser (da Lorensen og Cli-
ne [1987] ikke benytter operationen 4 far de femten svage ®kvivalensklasser). Problemet
er at konsistens ikke lengere kan sikres ndr de svage a@kvivalensklasser benyttes til at
konstruere en opslagstabel. I stedet kan der konstrueres konturer som vist pa figur 7.3.

Inversion af lav/hgj kan anvendes som symmetrioperation i det todimensionale til-
felde uden at der opstdr problemer med konsistens (da konsistens her afthznger af
O-facetterne), men det er ikke muligt at anvende den konsekvente metode til afggrelse
af flertydighed. Dette medfgrer at svag xkvivalens i det todimensionale tilfelde ikke
kan benyttes til at konstruere en opslagstabel, og inversion af lav/hgj har derfor ingen
praktiske anvendelse i det todimensionale tilfzlde. For den interesserede kan det dog
nevnes at antallet af svage akvivalensklasser bliver fire i stedet for seks.

9.5 Noter og litteratur

I afsnit 4.5.10 er det allerede omtalt hvor i litteraturen tegl-algoritmer er beskrevet, men
her er nogle flere tekniske detaljer. Wyvill et al. [1986] beskriver en algoritme som i
princippet benytter rekursion over lavere dimensioner og hvor flertydighed afggres ved
estimationsmetoden.

Lorensen og Cline [1987] og Cline et al. [1988] introducerer ,,marching cubes*
algoritmen som benytter en opslagstabel, og den anvendes pd medicinske data der
er et meget aktivt forskningsomrdde. Derfor er algoritmen meget udbredt, dette pé
trods af, at algoritmen konstruerer inkonsistente konturer. Som tidligere beskrevet er 2-
flertydighed ikke lgst tilfredsstillende. Dette problem er blevet papeget af blandt andre
Diiurst [1988], Baker [1989], Payne og Toga [1990], Wilhelms og Van Gelder [1990b]
og Liversage et al. [1992].

Wilhelms og Van Gelder [1990b] konstruerer to analytiske felter som (for en passen-
de terskelvaerdi) har en @kvipotentialflade der bestdr af henholdsvis én og to kompo-
nenter. Groft sagt kan man sige at de to flader er stort set ens, bortset fra i et omréde
hvor den ene flade er sammenhangende og den anden flade er ikke-sammenha&ngende
og derfor har to komponenter. Nar disse felter registreres pd et passende gitter vil de
for en passende terskelverdi have ngjagtig de samme hgje og lave hjgrner og alle tegl
vil derfor have samme signatur.

I artiklen viser man at ,marching cubes“ algoritmen konstruerer inkonsistente kon-
turer og man forsgger at benytte modificerede algoritmer som konstruerer konsistente
konturer. Forskellige former for estimationsmetoder anvendes for at undersgge om det er
muligt at skelne mellem de to analytiske flader der har et forskelligt antal komponenter.

Det vises at estimationsmetoden baseret pa simpel midling beskrevet her ikke er i
stand til at skelne mellem de to flader, mens man ved at benytte fjerde ordens estimater
for centerveerdierne bliver i stand til at skelne. Dette er dog ikke overraskende da de
analytiske flader er kubiske, og jeg er derfor uenig i artiklens konklusion som peger
mod at fjerde ordens metoder skal anvendes. I medicinske data har feltet som regel en
meget uline@r karakter og det er ikke sandsynligt at en fjerde ordens approksimation
er meget bedre end en fgrste ordens.
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Kapitel 10

Hojere dimensioner

10.1 Generalisation til fire dimensioner

10.2 Anvendelse af den firedimensionale algoritme
10.3 Eksempler pa hgjere dimensionale data

10.4 Generelle facetter

10.5 En generel tegl-algoritme

I afsnit 7.6 blev det demonstreret hvordan den tredimensionale algoritme rekursivt kan
anvende den todimensionale algoritme. Det er derfor naturligt at overveje om den idé
kan udvides til vilkérlige dimensioner. Det kan den, men for ikke at fare for voldsomt
frem beskrives der i fgrste omgang en firedimensional tegl-algoritme. Her omtales osse
hvordan algoritmen kan anvendes i praksis, og der bringes nogle forslag til kilder til
hgjere dimensionale data. Til slut i dette kapitel bringes en beskrivelse af hvordan
facetter og tegl-algoritmer kan generaliseres til vilkarlige dimensioner. Da der endnu
er nogle huller i den formelle teori har disse afsnit et noget uferdigt preeg. Nogle af
manglerne i beskrivelsen vil dog blive pdpeget sa stoffet her kan tjene som et fundament
for videre udviklinger.

10.1 Generalisation til fire dimensioner

10.1.1 Tegl i fire dimensioner. I fire dimensioner er teglet en hyperkube eller fesserakt
som bestdr af én 4-celle, otte 3-celler, 24 2-celler, 32 1-celler og seksten O-celler. Et
kritisk 4-tegl behandles ved at anvende den tredimensionale algoritme pd hvert kritisk
3-tegl i 4-teglet. Dette resulterer i en rekke 2-facetter. Skeringspunkterne i disse
2-facetter er nu punkter i R*.

Da 2-facetterne er konstrueret sdledes at konsistens mellem nabo-tegl er sikret vil 2-
facetterne i 4-teglet ,,passe sammen langs deres kanter. Dermed kan de sazttes sammen
til en 3-facet.

10.1.2 Uformel beskrivelse af 3-facetter. Da 2-facetter blev introduceret blev de be-
skrevet som ,,ikke-plane polygoner” i rummet. Betegnelsen er misvisende da polygoner
netop er plane. Alligevel er den upracise betegnelse god til at karakterisere 2-facetter
hvis man ikke gnsker at komme med lange udredninger omkring triangulering af facetten
og sa videre.

P4 samme méde kan man benytte den uprecise betegnelse ,uline@r polyeder om
3-facetter. Man kan tenke pd en 3-facet som en polyeder (godt nok i R*) som har
faet sine sider ,krummet“ en smule.
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10.1.3 Triangulering af 3-facetter. Man kan osse precisere denne beskrivelse ved at
triangulere 3-facetten. Her er det mest hensigtsmessigt at anvende barycentrisk triangu-
lering som er beskrevet 1 afsnit 8.1.18.

For hver 2-facet i 3-facetten beregnes 2-facettens barycenter og dens mal. I dette
tilfelde bliver malet 2-facettens areal. Dette kan benyttes til at tildele 3-facetten et
barycenter ved at midle over 2-facetternes barycentre med 2-facettens mal som vagt.
For at triangulere 3-facetten skal man fgrst triangulere alle 2-facetterne. Derefter for-
bindes alle skaringspunkter samt barycentre af 2-facetterne med 3-facettens barycenter.
Derved bliver 3-facetten inddelt i tetraedre. Man kan tenke pd disse tetraedre som py-
ramider der som grundplan har en trekant i en 2-facet og som toppunkt har 3-facettens
barycenter.

Denne idé kan generaliseres til n dimensioner. Dette bliver gjort her selv om n-
facetten endnu ikke er blevet introduceret. Hver n-facet (som ikke er et n-simpleks)
tenkes trianguleret ved at indfgre barycentret af facetten givet ved fglgende rekursive
definition.

10.1.4 Definition. (Barycenter.) Lad n-facetten ¢ sammensat af (n — 1)-facetterne e,
., €n vare givet. Barycentret af ¢ er

_ Xt My (&) Bui (€)
E;n:IMn—l(Ei)
hvor My(¢') er det k-dimensionale mal af k-facetten ¢'. Dette er veldefineret da alle

facetterne tznkes trianguleret barycentrisk og M, bliver derfor en sum over det k-
dimensionale volumen af en rakke k-simpleks.

B.(¢)

10.1.5 Resultatet af algoritmen. Alle 3-facetterne i hvert kritisk 4-tegl udggr til sam-
men en lukket 3-kontur som adskiller de lave fra de hgje hjgrner i 4-billedet. Konturen
der fis fra den tredimensionale algoritme er en flade og pd samme made ses 3-konturen
at vaere en tredimensional mangfoldighed i det firedimensionale rum.

Denne 3-kontur kan reprasenteres ved at generalisere ideerne beskrevet i afsnit 7.7.
Lgst sagt skal man tilfgje et ,niveau af 3-facetter ,over 2-facetterne i figurerne der
ledsager teksten. Dette kan generaliseres til hgjere dimensioner hvor en mangfoldighed
opbygget af n-facetter representeres af et hierarki i n niveauer.

10.2 Anvendelse af den firedimensionale algoritme

Da man ofte betragter tiden som en fjerde dimension er det ikke svart at forestille
sig firedimensionale billeder. Man kan tenke pd dem som tredimensionale billeder der
varierer i tiden. Med andre ord sd er et firedimensionalt billede et rumfang der er
registreret i en rakke tidsskridt.

10.2.1 Eksempler er der mange af. Man kan for eksempel forestille sig at man
Hfilmer et hjerte der slar, en muskel der trekker sig sammen, eller et stof der trans-
porteres rundt i et organ. Det lyder enkelt, men man skal huske pd at det at erhverve
et tredimensionalt billede ved hjelp af for eksempel CT eller MRI kan vare en relativt
langvarig proces. Det nyeste teknologiske udvikling gir dog i retning af Kortere og
kortere skannetider med mulighed for gentagelser hvorved @gte firedimensionale billeder
uden bevagelsesstgj maske bliver tilgengelige.
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Figur 10.1: Principskitse der viser hvordan en flade projiceres pd skermen, her representeret af rektanglet.

10.2.2 Uddata fra algoritmen. Det ,0objekt“ der konstrueres af den firedimensionale
algoritme er som tidligere nevnt en tredimensional mangfoldighed i det firedimensionale
rum, med den egenskab at den adskiller de hgje fra de lave hjgrner. Mangfoldigheden
er opbygget af punkter i det firedimensionale rum som er forbundet med linier. Disse
linier udspeznder (krumme) flader som igen udspaznder (krumme) polyedere. Disse
polyedere er byggestenene (facetterne) i mangfoldigheden.

10.2.3 Analogi med tre dimensioner. For at forstd hvorledes den tredimensionale
mangfoldighed kan visualiseres er det hensigtsmassigt fgrst at overveje hvordan en
todimensionale mangfoldighed indlejret i det tredimensionale rum kan visualiseres, det
vil sige hvordan en flade i rummet kan visualiseres.

10.2.4 Projektion pa skeermen. Det mest almindelige form for visualisering er en
metode hvor fladen projiceres pd et todimensionalt (affint) underrum der svarer til
skeermen. Hvis man tilfgjer lyskilder til det tredimensionale rum og materialeegenskaber
til fladen kan man beregne hvorledes lyset reflekteres fra fladen ind pa skermen, det
vil sige det todimensionale underrum. Dette er vist pa figur 10.1.

Det menneskelige sanseapparat er indrettet sdledes at nar man betragter sadan en
projektion (et billede) sa er man i stand til at erkende fladens rumlige struktur —
specielt hvis man kan flytte det underrum der svarer til ska@rmen og beregne nye
projektioner. Det svarer for eksempel til at bevege sig rundt om fladen eller aekvivalent
at rotere fladen.

10.2.5 Projektion fra fire til to dimensioner. Noget tilsvarende kan man ggre i fire
dimensioner: I dette tilfelde projiceres den tredimensionale mangfoldighed i det firedi-
mensionale rum pa det todimensionale underrum der representerer skermen. Det lyder
enkelt, men de menneskelige sanser er ikke indrettet pd at erkende strukturen af en
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Figur 10.2: Principskitse der viser hvordan en flades skaring med et plan er en lukket kurve.

sddan mangfoldighed ud fra en projektion, og det vil derfor vere svart at forstd det
man ser uden en del gvelse.

Derfor md man sgge efter alternative méader at visualisere en sddan mangfoldighed.
Igen startes i tre dimensioner:

10.2.6 Skeering med plan. Skeringen mellem et (todimensionalt) plan og fladen i
rummet vil i reglen vere en eller flere kurver som vist pa figur 10.2. Ved at flytte
planet ses forskellige kurver og pd den méde kan man f et indblik i fladens struktur.

10.2.7 Skeering med hyperplan. I fire dimensioner benyttes et tredimensionalt hyper-
plan, det vil sige et tredimensionalt (affint) underrum. Skaringen mellem den tredi-
mensionale mangfoldighed og hyperplanet er i reglen en eller flere flader, det vil sige
todimensionale mangfoldigheder. Den eller de flader er indeholdt i hyperplanet og kan
derfor afbildes som almindelige flader i rummet. Men ud fra hvilke kriterier skal
hyperplanet velges?

10.2.8 Valg af hyperplan. Antag at det firedimensionale rum kan opfattes som det
sedvanlige tredimensionale rum beskrevet ved x-, y-, og z-koordinater tilfgjet tidsdimen-
sionen ¢. Hvis hyperplanet velges ortogonal pa t-aksen definerer hyperplanet et bestemt
tidspunkt. Den flade der er skaringen mellem hyperplanet og den tredimensionale
mangfoldighed er en tilnzrmelse til @kvipotentialfladen pd det tidspunkt hyperplanet
definerer.

10.2.9 Nytten af den firedimensionale algoritme. Ud fra den betragtning kan det vir-
ke overflpdigt at have en firedimensional tegl-algoritme — har man tidsvarierende data
kan man i stedet anvende den tredimensionale algoritme for hver hel f-vardi (med ,hel
t-vaerdi forstds de t-verdier hvor 3-billedet er registreret). Men det er en overfladisk
betragtning. Man kan nemlig valge hyperplaner i ikke-hele t-vardier — den tredimen-
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sionale algoritme vil kun vere i stand til at konstruere flader i de to hele z-vardier der
,,omgiver* den ikke-hele #-veerdi. Derimod vil skeringen mellem hyperplanet fastlagt af
den ikke-hele t-verdi og mangfoldigheden bestemt af den firedimensionale algoritme,
vere en flade som er en slags inferpolation mellem to flader fra den tredimensionale
algoritme.

10.2.10 Analogien i tre dimensioner er at sige at man kun behgver den todimensio-
nale algoritme til at konstruere kurver for hele vardier af z. Det er pracis det man
ggr i kurvebaserede algoritmer hvor man bestemmer konturer i x-y-planet for hele ver-
dier af z. Modstningen til dette er isotropiske algoritmer, sdsom tegl-algoritmer, der
bestemmer en konturflade, osse mellem hele z-vardier. Tager man en konturflade og
skerer den med et plan ortogonal pa z-aksen fis en konturkurve, men ggres dette for
en ikke-hel z-veaerdi er den resulterende kurve ikke en kurve man kunne have féet fra
den todimensionale algoritme.

At benytte den firedimensionale algoritme pa tidsvarierende data i stedet for at be-
nytte den tredimensionale algoritme for hver hel tidsveerdi giver oplysninger om mang-
foldighedens forlgb, osse mellem hele t-veerdier.

10.2.11 Et tankeeksperiment. Med den forngdne computerkapacitet kunne man kon-
struere et program der i sand tid snittede og projicerede mangfoldigheden til en bruger-
valgt ¢-verdi. Brugeren kunne, med for eksempel en knap, justere den valgte r-veerdi.
P4 den mide kunne man ,spole“ frem og tilbage i tiden som om det var en film,
bortset fra at filmen ikke bestod af enkelte billeder, men var kontinuert si selv sma
bevagelser af knappen ville give en ,.glat“ animation. Et tilsvarende system baseret pé
anvendelsen af den tredimensionale algoritme i hvert tidsskridt ville ved en langsom
bevaegelse af knappen give en ujevn opdatering af billedet i stil med det man oplever
nadr man kgrer en smalfilm igennem billede for billede.

Et system som det netop beskrevne baseret pa den firedimensionale algoritme ville
derfor vere at foretrekke, men den krevede computerkapacitet vil formodentlig ikke
vere almindeligt tilgengelig i den n@rmeste fremtid.

10.2.12 Beregning af skeeringen mellem den tredimensionale mangfoldighed og det
tredimensionale hyperplan i en ikke-hel 7-vardi krever nogen omtanke. Det kan ggres
i hvert tegl for sig, og i tre dimensioner svarer det til at man i et kritisk tegl forsgger
at bestemme facettens skaring med et plan som géir gennem teglet.

10.3 Eksempler pa hgjere dimensionale data

Ud over tidsvarierende data er der osse andre former for data som har en dimensioner
hgjere end tre. Her er et interessant eksempel.

10.3.1 Skalarum. Inden for billedanalyse og maskin-syn arbejder man med skalarum.
Ved at lavpas filtrere et billede med en mere og mere ,uskarp* kerne fas en hel serie
billeder som bliver mere og mere ,udtverede”. Derved gir man fra et detaljeret billede
til et ,,overordnet billede, og pad den made hdber man at blive i stand til at identificere
noget af den ,,overordnede® information i billedet.

10.3.2 Skalaparameter som ekstra dimension. Man kan lade skalaparameteren vere
den tredie dimension hvorved serien af billeder bliver et tredimensionalt billede af ska-
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Figur 10.3: Illustration af hvorledes en 1-facet tilordnes to sider.

larummet. Med for eksempel en terskelverdi kan konturerne af objekterne i billedet
lokaliseres, og ved at anvende den tredimensionale algoritme kan udviklingen af kontu-
rerne i skalarummet studeres. Den mest stabile beskrivelse af et objekt i dette rum kan
vere i det omrade hvor dets udvikling under endring af skalaparameteren er minimal,
og dette omridde kan bestemmes ved at studere fladen konstrueret af tegl-algoritmen
[Baker 1989].

10.3.3 Hojere dimensioner. Ideen kan generaliseres ved at tage et tredimensionalt bil-
lede og tilfgje skalaparameteren som en fjerde dimension. Eller man kan tage et
firedimensionalt billede, det vil sige et tidsvarierende tredimensionalt billede og tilfgje
skalaparameteren som den femte dimension. De to sidste forslag forudsetter dog at
man er i stand til at anvende resultatet til noget praktisk, det vil blandt andet sige at
,forstd“ de tidligere beskrevne hgjere dimensionale mangfoldigheder.

10.4 Generelle facetter

Ved at opstille en generel formalisme i de tidligere kapitler har jeg forsggt at blive i
stand til at komme med nogle pracise udsagn om for eksempel n-facetters orientering.
Desvaerre ma jeg erkende at jeg ikke har ndet det mal pd grund at min manglende
formden inden for matematik. Alligevel vil jeg her forsgge at redeggre for mine ideer,
selv om disse ideer kan syntes noget uprecise og vanskeligt tilgengelige.

10.4.1 Orientering i lave dimensioner. For at fastlegge orienteringen af 1- og 2-
facetter i det to- og tredimensionale tilfelde anvendes regler som involverer hgjre og
venstre. Spgrgsmalet er, hvordan disse ,.hgjrehandsregler” generaliseres til fire og hgjere
dimensioner. Derfor ma ,hgjrehdndsreglen” formaliseres.

10.4.2 Standard orientering. Det euklidiske rum R" har to mulige orienteringer. Lad
en standard orientering vare valgt. I tilfeldet n = 2 haves en standard omlgbsretning
mod uret og i tilfeldet n = 3 haves et ,hgjrehands* koordinatsystem. At beskrive
orienteringen af en facet kommer ud pa at beskrive hvorledes disse standard orienteringer
overfgres til facetter.

10.4.3 Orientering af 1-facetter. Betragt en 1-facet i R? (se figur 10.3). En 1-facet e
er et éndimensionalt cellekompleks med én 1-celle og er dermed homeomorf med B!.
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Figur 10.4: Illustration af hvorledes en 2-facet ¢ konstrueres fra 1-facetterne €, ..., €s.

Hvis B! tenkes indlejret i R?> ved indlejringen ¢ defineret i 5.2.2 s kan man lgst
sagt sige at den inverse karakteristiske afbildning v~ 1 B! — ¢ ,flytter” facetten ¢ ned
i en standard placering i R?. I denne ,standard placering” har man det positive og
det negative halvrum R x R, og R x R_. Lgst sagt kan disse halvrum flyttes ,,0p til*
€ € R* via v hvorved man fér en positiv og en negativ side af e.

Denne ,,overfgrsel af positiv og negativ side til facetten svarer egentlig til at udvi-
de ~ til en afbildning - R* — R?. Denne afbildning skal vare orienteringsbevarende
for at positiv og negativ ikke skal ombyttes.

10.4.4 Orientering af 2-facetter. Naste problem bliver at forstd hvordan en 2-facet
sammensattes af 1-facetter og pd den made fir en orientering.

Ved anvendelse af den todimensionale algoritme fas en rakke 1-facetter som til
sammen udggr en lukket kurve (se figur 10.4). Denne kurve er homeomorf med St
som er indlejret i R® ved indlejringen .. For at fi 2-facetten fra den lukkede kurve
kan man uformelt tenke sig at kurven ,flyttes ned* til S!. Her ,tilfgjes* det indre
af S?, det vil sige B?, hvorefter man ,flytter tilbage“ til den oprindelige position. P&
den made adjungeres en 2-celle til den lukkede kurve og en 2-facet opstdr. Samtidig
far facetten automatisk en orientering, det vil sige en positiv og en negativ side som
beskrevet ovenfor med den modifikation at det positive og det negative halvrum 1 dette
tilfelde er R2 x R, og R? x R_.

10.4.5 Generelle facetter fas ved rekursion. Konstruktionen skitseret ovenfor kan fort-
settes ad infinitum. Mere pracist sia fas en n-cykel fra et antal n-facetter som til
sammen udggr en mangde homeomorf med S". Hver af n-facetterne skal have en
orientering der stemmer overens sdledes at det er meningsfyldt at tale om n-cyklens
orientering, og n-facetterne mé kun overlappe pa deres (n— 1)-skeletter. En (n+ 1)-facet
fas fra en n-cykel ved adjungering af en (n+ 1)-celle. Orienteringen af facetten fas fra
orienteringen af indlejringen af S" i R™! ved ..
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10.4.6 De forbigdede problemer. Den kritiske leser vil nok fgle at der er en del
huller i ovenstdende beskrivelse af hvordan en n-facet konstrueres, og det er ganske
rigtigt.

Formelt mangler der blandt andet et bevis for at man er i stand til sammensatte
(n — 1)-facetter til et cellekompleks som er homeomorft med S"~!. Specielt at (n — 1)-
facetter konstrueret med en (n — 1)-dimensional tegl-algoritme giver facetter der har en
,.konsistent* orientering.

Det foruds®ttes osse at den karakteristiske afbildning v kan udvides til - som
oven i kgbet skal vare orienteringsbevarende. Dette sidste krav betyder essentielt at
afbildningen skal have positiv determinant, men det er i almindelighed meningslgst at
tale om determinanten af en kontinuert afbildning med mindre afbildningen er lineer.
Begrebet orienteringsbevarende kan dog udvides til differentiable afbildninger — her
skal man se pd fortegnet af Jacobi determinanten. Endvidere kan man i stedet for
linere afbildninger anvende stykkevis lineere afbildninger osse kaldet PL-afbildninger
(for Piecewise Linear).

10.4.7 Anvendelse af PL-homeomorfier. Matematikere finder det er ofte hensigtsmas-
sigt at arrangere tingene saledes at de karakteristiske afbildninger for celler i cellekom-
plekser er PL. Derved undgés nogle af de ellers patologiske matematiske konstruktioner
man kan opstille hvis de karakteristiske afbildninger ikke opfylder andre krav end at
de er homeomorfier.

Ved anvendelse af trianguleringen skitseret i definition 10.1.4 er det klart hvorledes
n-facetten far en PL-struktur. Problemet er at ,standard cellerne”“ B" i almindelighed
ikke er PL-homeomorfe med simpleks eller cellekomplekser sammensat af simpleks.
Alternativt kan som ,,standardcelle benyttes [—1;1] der er homeomorf (men ikke PL-
homeomorf) med B".

Hele problematikken kan formodentlig omformuleres inden for rammerne af algebra-
isk topologi idet opbygningen af n-facetter ved hjelp af (n—1)-facetter udggr en eksakt
sekvens. Inden for algebraisk topologi har man en generel beskrivelse af orientering
som formodentlig kan anvendes, men alt dette ligger langt uden for mine kundskaber.

10.5 En generel tegl-algoritme

10.5.1 Algoritmen i korte treek. Umiddelbart er algoritmen enkel: hvert kritisk n-tegl
dekomponeres rekursivt indtil den to- eller tredimensionale algoritme kan anvendes.
Dette giver 1- eller 2-facetter som samles via konstruktion af cykler indtil en eller flere
(n — 1)-facetter er konstrueret. En (n — 1)-kontur opbygget af (n — 1)-facetter vil vare
et hierarki af facetter af forskellige dimensionalitet forbundet i en traestruktur. Denne
struktur er for tre dimensioner beskrevet i afsnit 7.7.

10.5.2 Orientering af tegl. En ting skal man vere opmarksom pa og det er hvorledes
(n — 1)-teglene fés fra n-teglet i rekursionen. Hvert (n — 1)-tegl i n-teglet kan nemlig
have to forskellige orienteringer. Hvorledes man valger den korrekte orientering i tre
dimensioner er beskrevet i afsnit 7.6. Mere generelt kan n-teglet opfattes som et n-
dimensionalt cellekompleks med én n-celle. Dette cellekompleks er homeomorft med B”,
og randen som er homeomorf med S"~! er sammensat af (n — 1)-tegl. Kuglen B" har
samme orientering som R" og derved har S""! en orientering. Hvert (n — 1)-tegl
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skal have samme orientering, og af de to mulige velges den som stemmer overens
med S" Vs orientering.

10.5.3 Flertydighed. Som beskrevet i afsnit 7.3 findes der n—1 former for flertydighed
i n-teglet, men som navnt er det kun 2-flertydighed det er betydningsfuldt at tages
hensyn til. Dette kan ggres ved anvendelse af estimationsmetoden i den todimensionale
algoritme som anvendes pd sidste trin af rekursionen over dimensioner.

10.5.4 Uafklarede emner. Det er et dbent spgrgsmal om de konstruerede facetter er
gyldige i vilkarlige dimensioner. En ugyldig facet vil for eksempel vere en facet som
er selvgennemskearende eller som skarer en anden facet i teglet. Et andet interessant
spgrgsmél er hvilke krav man ma stille til et tegl for at konstruktionen af facetter
bliver gyldig. Hidtil er det kun kubiske (og simpliciale) tegl der er blevet beskrevet. Et
naturligt krav er at teglet skal vere konvekst, men skal dette krav yderligere skarpes?

10.5.5 Implementering. Beskrivelsen af den n-dimensionale algoritme har veret ret
abstrakt. I princippet kan man konstruere en algoritme der kan handtere alle endelige
dimensioner, men dette kra&ver nogle meget komplicerede datatyper da dimensionen af
billedet ikke er kendt pa forhdnd.

I stedet kan man for en given vardi af n foretage en implementering. Det er det
der i detaljer har beskrevet i tre dimensioner. For n stgrre end tre (méske fire) er
det dog s& kompliceret at man ikke kan ggre det fejlfrit i hdnden. I stedet kan man
konstruere en kodegenerator der er i stand til at generere den kraevede kode. I de
fleste praktiske tilfzlde vil det nok vere ngdvendigt da man mé forudse at den ovenfor
omtalte generelle implementering vil vere alt for langsom.

Det er derfor klart at der endnu resterer noget arbejde inden jeg for alvor kan tillade
mig at sige at jeg har konstrueret en n-dimensional algoritme. Vejen er dog vist.
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Kapitel 11

Afslutning

11.1 Resumé

11.2 Fordele ved tegl-algoritmer
11.3 Ulemper ved tegl-algoritmer
11.4 Konklusion

I dette afsnit vil jeg benytte lejligheden til at se tilbage pa hvad jeg har opndet. Fgrste
del af dette speciale indeholder stof der for det meste er beskrevet i litteraturen. Det
er derfor ikke ngdvendigt at rekapitulere dette. Derimod er de i anden del mange
nye emner og ideer, og her vil jeg godt fremheve nogle af de vigtigste. Jeg vil osse
opveje fordele og ulemper ved de her beskrevne tegl-algoritmer, iseer sammenlignet med
rumfangsgengivelse som osse kan anvendes til tredimensional visualisering.

11.1 Resumé

Ved at ,lane“ cellekomplekser fra kombinatorisk og algebraisk topologi fir jeg et staerkt
varktgj til beskrivelse af digitale billeder og flader. Jeg opstiller en matematisk abstrak-
tion af et n-dimensionalt billede og demonstrerer hvordan billedet naturligt kan udstyres
med to forskellige topologier: 0- og n-topologien. Dette ggr det enkelt at beskrive tegl
og facetter som er centrale begreber for tegl-algoritmer.

I forbindelse med tegl-algoritmer analyseres osse flertydighed, og jeg viser at der
findes flere slags flertydighed — én for hver dimension. Endvidere beskriver jeg for-
skellige metoder til lgsning af 2-flertydighed som er den mest bemarkelsesverdige form
for flertydighed.

Ved en systematisk analyse af symmetrier af tegl opstiller jeg en generel teknik der
kan benyttes til at konstruere opslagstabeller som giver en effektiv implementering af
tegl-algoritmen. Dermed bringer jeg for fgrste gang en teoretisk velfunderet forklaring
pé hvorfor forskellige forfattere nar frem til et forskelligt antal svage &kvivalensklasser.
Det skyldes at man har valgt forskellige symmetrigrupper.

Som alternativ til anvendelse af opslagstabel viser jeg hvorledes man kan foretage
rekursion over dimensionen. Dette giver en algoritme der i princippet kan anvendes i
vilkdrlige dimensioner. Denne algoritme kan osse kombineres med algoritmen baseret
pd anvendelsen af en opslagstabel. Derved far man en effektiv algoritme som samtidig
kan anvende estimationsmetoden i de flertydige tilfelde. Det er den algoritme jeg har
implementeret.

Jeg viser osse flere metoder til triangulering af facetter, og diskuterer hvordan man
kan estimere normaler i facetternes skaringspunkter. Dette krever nogen omtanke hvis
det underliggende billede er udstyret med en koordinatfunktion som ikke er reguler.
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Endvidere studerer jeg trappeeffekten i detaljer, og jeg beskriver hvordan kubiske
tegl kan trianguleres sd simpliciale tegl i stedet kan anvendes. Her er konklusionen
at det ikke er specielt nyttigt at triangulere tegl selv om det umiddelbart ser ud til at
flertydighed p& den made kan lgses — komplikationerne er alt for store i forhold til det
man opnar, og flertydighed er Igst tilfredsstillende i den algoritme jeg har implementeret.
Endelig er der nogle foreslag til hvordan n-topologien kan anvendes i forbindelse med
en ny algoritme. Her resterer der dog endnu noget arbejde.

11.2 Fordele ved tegl-algoritmer

Et af de vasentlige karakteristika ved tegl-algoritmer er at konturen som konstrueres,
den estimeres inden for dimensioner som er mindre end billedpunkterne i billedet. Set
fra et signalteoretisk synspunkt er dette i en vis forstand ugyldigt. Nyquists s&tning
siger at man ikke korrekt kan rekonstruere et signal der indeholder frekvenser der er
hgjere end halvdelen af den frekvens signalet registreres med. Omsat til et praktisk
medicinsk eksempel betyder det, lgst sagt, at hvis afstanden mellem to tomogrammer 1
en medicinsk skanning er 2mm, sd kan man ikke vare sikker pd at detaljer i konturen
som er mindre end 4 mm er korrekte.

Hgje frekvenser i billedet kan fjernes ved en lavpas filtrering hvorved den konstrue-
rede kontur kan havdes at vaere mere ,korrekt. P4 den anden side sd ville en bruger
formodentlig synes at resultatet virker ,udtvaret“ og har for fa detaljer.

Jeg mener at det er vigtigt at bevare detaljerigdommen som tegl-algoritmerne tilbyder.
Selv om konturerne ikke er fuldstendig korrekte er de ofte tet pa virkeligheden, og
brugerne (for eksempel leegerne) er ofte i stand til at identificere interessante strukturer
som ikke var synlige pa en tilsvarende rumfangsgengivelse (se for eksempel figur 7.17
pd side 99). Det er naturligvis vigtigt at brugeren ikke forledes til at tro at det
som ses er en fuldstendig korrekt gengivelse af naturen. Ofte vil man jo anvende
medicinsk visualisering i forbindelse med kirurgisk behandlingsplanleegning og her kan
fejlfortolkninger vere meget alvorlige.

En anden fordel ved anvendelsen af tegl-algoritmer sammenlignet med rumfangsgen-
givelse er at man gér fra data-rum til objekt-rum. Dermed bliver man i stand til at
manipulere objekterne i billedet i stedet for de enkelte billedpunkter.

Dette kan for eksempel benyttes til at matche forskellige modeller af samme patient.
Forskellene kan vere opstdet som fglge af vakst [Kreiborg et al. 1992a] eller som
fglge af et operativt indgreb.

Algoritmer til rumfangsgengivelse forudsztter ofte at de enkelte voxels enten er
kubiske eller i de mindste har ens dimensioner overalt i rumfanget (svarende til en
reguler koordinatfunktion). Medicinske data har meget sjeldent kubiske voxels og har
ofte osse varierende snitafstand. Dette betyder at anvendelsen af rumfangsgengivelse til
visualisering ofte kraver reinterpolation af data pa et kubisk gitter. Dette ekstra, ofte
tidskreevende, trin er ikke ngdvendigt hvis tegl-algoritmer anvendes til visualisering.

Endelig kan man ved visualiseringen af en konturflade benytte en lang raekke avance-
rede teknikker kendt fra computer graphics, for eksempel flere lyskilder og ,realistiske*
lysberegninger, som man pd den made fér ,foreret®.
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11.3 Ulemper ved tegl-algoritmer

En af manglerne ved anvendelse tegl-algoritmer til visualisering af for eksempel me-
dicinske data er at man normalt kun kan visualisere én vavstype ad gangen. Ved
rumfangsgengivelse har man mulighed for at anvende transparente voxels hvorved man
kan studere sammenhangen mellem forskellige typer vav. Ved anvendelse af a-blanding
kan to konturflader godt afbildes transparent foran hinanden, men det vav der er mellem
to flader bidrager ikke til det endelige billede, og lgsningen er derfor ikke tilfredsstil-
lende sammenlignet med de tilsvarende muligheder man har til rddighed ved anvendelse
af rumfangsgengivelse.

En mulighed er at kombinere rumfangsgengivelse og visualisering af konturflader.
De sarlige problemer der opstdr i forbindelse med dette er blandt andet beskrevet af
Kaufman et al. [1990] og Max et al. [1990].

Et andet problem i forbindelse med tegl-algoritmer er de forholdsvis store com-
puterkapacitet der kra@ves — bédde til beregning og til lagring af konturerne — men
dette problem stgder man pa inden for mange omrdder af medicinsk billedbehandling
da de underliggende datam@ngder er sa omfattende. Udviklingen gir imod hurtigere og
hurtigere systemer s derfor vil det gradvist blive nemmere at hindtere store mengder
medicinske data. Endvidere er tegl-algoritmer velegnede til parallelisering da forskellige
tegl kan behandles uafhangigt af hinanden.

11.4 Konklusion

Konklusionen er naturligvis at tegl-algoritmer og rumfangsgengivelse er metoder til visu-
alisering der supplerer hinanden. Alt efter anvendelsen skal man valge den metoder der
er mest hensigtsmessig. Dette speciale indeholder en detaljeret beskrivelse af hvordan
tegl-algoritmer kan anvendes.

Til slut kan jeg nevne at General Electrics efter sigende har et patent pd ,marching
cubes* algoritmen. Det har desvarre ikke varet muligt for mig at finde ud hvad dette
patent omfatter. Endvidere har Cyberware patent pd algoritmen beskrevet af Schroeder
et al. [1992] til forenkling af flader konstrueret med ,,marching cubes.

Man kan se at der er store forretningsmeassige interesser inden for nogle af de
omréader jeg har beskrevet i dette speciale — nu ma jeg bare habe at mit speciale ikke
er omfattet af noget patent.
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